
Geometria kombinatoryczna - kolorowanie

1. a). W turnieju szachowym uczestniczy 6 osób, ka»dy z ka»dym rozgrywa jedn¡ parti¦. Rozgrywki odbywaj¡
si¦ w Katowicach i Poznaniu. Wyka», »e pewna trójka zawodników rozgrywa wszystkie partie mi¦dzy sob¡
w tym samym mie±cie.
b). Ka»de trzy z sze±ciu danych punktów pªaszczyzny s¡ wierzchoªkami trójk¡ta o bokach ró»nej dªugo±ci.
Udowodnij, »e najkrótszy bok jednego z trójk¡tów jest jednocze±nie najdªu»szym bokiem innego.

2. Na okr¦gu mamy dane 2009 punktów biaªych i jeden punkt czarny. Rozwa»my wielok¡ty, których wierz-
choªkami s¡ dane punkty. Których �gur jest wi¦cej: zawieraj¡cych tylko wierzchoªki biaªe czy jeden czarny?
Odpowied¹ uzasadnij.

3. Wypukªy n-k¡t podzielono przek¡tnymi na trójk¡ty tak, by dwie przek¡tne nie miaªy wspólnych punktów
wewn¦trznych. Okazaªo si¦, »e z ka»dego wierzchoªka wychodzi parzysta liczba przek¡tnych.
Wyka», »e n jest podzielne przez 3. W tym celu udowodnij nast¦puj¡cy lemat:
Je±li �gur¦ na pªaszczy¹nie podzielono prowadz¡c k prostych, to mo»na pozostaªe cz¦±ci pomalowa¢ dwoma
kolorami tak, by ka»de dwie maj¡ce bok wspólny byªy ró»nych kolorów.

4. Ka»dy punkt pªaszczyzny pomalowano na biaªo albo czarno. Udowodnij, »e na pªaszczy¹nie tej znajdziemy
4 punkty jednakowego koloru takie, »e jeden z nich jest ±rodkiem ci¦»ko±ci trójk¡ta o wierzchoªkach w
trzech pozostaªych punktach.

5. Ka»dy punkt przestrzeni pomalowano na biaªo albo czarno. Udowodnij, »e w przestrzeni tej znajdziemy 5
punktów jednakowego koloru takich, »e jeden z nich jest ±rodkiem ci¦»ko±ci czworo±cianu o wierzchoªkach
w czterech pozostaªych punktach.

6. Ka»dy punkt sfery pomalowano na biaªo albo czarno. Udowodnij, »e na sferze tej znajdziemy trzy punkty
jednakowego koloru, które s¡ wierzchoªkami trójk¡ta równobocznego.

7. W sze±ciok¡cie foremnym pewne pary wierzchoªków poª¡czono odcinkiem i ka»dy z nich pomalowano na
niebiesko albo na czerwono. Wyka», »e:
a). je»eli poprowadzono 15 odcinków, to znajdziemy co najmniej dwa trójk¡ty, których wierzchoªki s¡
wierzchoªkami danego sze±ciok¡ta, a boki s¡ jednego koloru;
b). mo»na poprowadzi¢ 14 odcinków tak, aby »aden trójk¡t nie byª jednokolorowy.

8. Ka»dy punkt przestrzeni pokolorowano na biaªo albo czarno. Rozstrzygnij, czy zawsze znajdziemy trójk¡t
równoboczny o boku dªugo±ci 1 i o wierzchoªkach jednego koloru.

9. Wszystkie kraw¦dzie boczne i wszystkie przek¡tne podstawy pewnego ostrosªupa dziewi¦ciok¡tnego poma-
lowano na biaªo albo czarno. Udowodnij, »e pewne trzy wierzchoªki tego ostrosªupa wyznaczaj¡ trójk¡t o
bokach jednego koloru.
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