
Indukcja matematyczna

1. Wyka», »e dla dowolnego n naturalnego oraz x rzeczywistego zachodzi nierówno±¢

| sinnx |6 n | sinx |

Wskazówka: skorzystaj ze wzoru sin(α+ β) = sinα cosβ + sinβ cosα.

2. Wyznacz liczb¦ odcinków ª¡cz¡cych n punktów na pªaszczy¹nie, z których »adne trzy nie s¡ wspóªliniowe.

3. Wyznacz liczb¦ przek¡tnych w n-k¡cie wypukªym.

4. Wyka», »e dla dowolnego n ∈ N prawdziwe s¡ równo±ci:
a). 1

1·3 + 1
3·5 + 1

5·7 + . . .+ 1
(2n−1)(2n+1) = n

2n+1

b). 1
1·2 + 1

2·3 + . . .+ 1
n+1 = n

n+1

5. Wyka», »e dla dowolnego n ∈ N zachodz¡ nast¦puj¡ce równo±ci:

a). sin π
3 + sin 2π

3 + . . .+ sin nπ
3 = 2 sin nπ

6 sin (n+1)π
6

b). sinx+ sin(x+ h) + . . .+ sin(x+ nh) = sin(x+ nh
2 )·sin (n+1)h

2
sin h

2

gdzie h 6= 2kπ, k = 0,±1,±2, . . . za± n jest dwoln¡ liczb¡ naturaln¡

c). 1
2 +

∑n
k=1 cos kx = sin(n+ 1

2 )x

2 sin x
2

dla x ∈ R oraz x 6= 2kπ (k = 0,±1,±2, . . .)

d).
∑n
k=1 sin kx = cos x

2−cos(n+ 1
2 )x

2 sin x
2

dla x takich jak w c).

e). 1
2 +

∑n
k=1(−1)k cos kx = (−1)n cos(n+ 1

2 )x

2 cos x
2

dla x ∈ R oraz x 6= (2k + 1)π (k = 0,±1,±2, . . .)
Wskazówka: skorzystaj ze wzoru 2 sinα cosβ = sin(α+ β) + sin(α− β)

6. Wyka», »e dla dowolnego n ∈ N, n > 2 speªnione s¡ nierówno±ci:
a). 1 + 1√

2
+ 1√

3
+ . . .+ 1√

n
>
√
n

b). 1 + 1√
2

+ 1√
3

+ . . .+ 1√
n
> 2(
√
n+ 1− 1)

7. Wyka»,»e dla dowolnego n ∈ N zachodz¡ równo±ci:
a). 1− 1

2 + 1
3 −

1
4 + . . .+ 1

2n−1 −
1
2n = 1

n+1 + 1
n+2 + . . .+ 1

2n

b). 12 − 22 + 32 − 42 + . . .+ (−1)n−1 · n2 = (−1)n−1 n(n+1)
2

8. Wyka», »e 1 + 11 + 111 + . . .+ 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

= 10n+1−9n−10
81 .

9. Wyka», »e dla dowolnego n ∈ N:
a). liczba 11n+2 + 122n+1 jest podzielna przez 133
b). liczba 103n+1 − 3(−1)n jest podzielna przez 7
c). licza n3 − 3n2 + 2n− 3 jest podzielna przez 3
d). liczba 22n − 6 jest podzielna przez 10, (dla n > 2)
e). liczba 5 · 72(n+1) + 23n jest podzielna przez 41

10. Wyka», »e dla ka»dej liczby naturalnej n, speªniaj¡cej podany warunek, zachodzi nierówno±¢:
a). 3n+1 > 4n+ 7, (n > 2)
b). 2n > n2, (n > 5)
c). 1

12 + 1
22 + 1

32 + . . .+ 1
n2 < 2− 1

n , (n > 2)
d). 1

n+1 + 1
n+2 + 1

n+3 + . . .+ 1
3n+1 > 1, (n > 1)

e). 3n > n · 2n, (n > 3)

11. Niech n ∈ N, n > 2 oraz niech a1, a2, . . . , an b¦d¡ dowolnymi liczbami tego samego znaku takimi, »e
ak > −1 oraz ak 6= 0 dla k = 1, 2, . . . , n. Udowodnij, »e zachodzi nierówno±¢:
(1 + a1)(1 + a2) · . . . · (1 + an) > 1 + a1 + . . .+ an zwana nierówno±ci¡ Weierstrassa.

12. Wyka», »e suma n3

6 + n2

2 + n
3 jest liczb¡ naturaln¡ dla ka»dego n ∈ N.

13. Wyka», »e wielomian nxn+1− (n+1)xn+1 jest podzielny przez trójmian x2−2x+1 dla dowolnego n ∈ N.
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