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1. Kongruencje — wprowadzenie

1.1. Pojecia wstepne — NWD i NWW

IN — liczby naturalne
Definicja 1.1. Niech a,b € Z i b # 0. Wtedy a jest podzielne z resztq przez b jesli 7 — ey e Lo
istniejg takie liczby q € Z oraz r € NU{0}, Ze a =bq+roraz 0 < v < [b|. Q - liczby wymierne
R — liczby rzeczywiste

Definicja 1.2. Niech a,b € Z i b # 0. Mowimy, ze a jest podzielne przez b jesli C - liczby zespolone

istnieje taka liczba catkowita a, ze a = bq (czyli reszta z dzielenia r = 0). Wtedy
b nazywamy dzielnikiem liczby a.
Oznaczenie: bla — b dzieli a, b fa — b nie dzieli a.

Definicja 1.3. Niech a,b € Z oraz a # 0 lub b # 0. Ngjwiekszym wspélnym
dzielnikiem liczb a i b nazywamy taka liczbe naturalng d, ze:
(@) dlaAdb

i) A (claNcb)=cld
celN

Oznaczenie: NWD(a, b) = d.

Definicja 1.4. Niech a,b € Z oraz a # O lub b # 0. Liczby a i b nazywamy
wzglednie pierwszymi jesli NWD(a, b) = 1.

Definicja 1.5. Niech a,b € Z oraz a # 0 i b # 0. Ngjmniejszq wspélng wielokrot-
nosciq liczb a i b nazywamy taka liczbe¢ naturalna w, ze:
@) ajw Abw

i A (alcAblc) = wlc
ceN

Oznaczenie: NWW(a, b) = w.
Twierdzenie 1.1. Niech a,b € IN. Wtedy ab = NWD(a, b) - NWW(a, b).

Przyktad 1.1.
(i) NWD(8, 12) = NWD(-8, 12) = 4;
(i) NWW (8, 12) = NWW (-8, 12) = 24;

(iii) NWD(2, 5) = 1 co oznacza, ze 2 i 5 sa wzglednie pierwsze.

1.2. Definicja kongruencji

Definicja 1.6. Niech m € IN oraz a,b € Z. Méwimy, ze liczba a przystaje do b
modulo m jesli m|a —b. Liczb¢ m nazywamy modutem kongruencji. Symbolicznie
zapisujemy, to a = b(mod m).

a=b(modm) < m|(a—b) & \/ a—b=k-m
keZ




Relacja réwnowaznosci jest
to zwrotna, symetryczna
i przechodnia relacja dwu-
argumentowa okreslona na
pewnym zbiorze utozsamia-
jaca ze soba w pewien spo-
séb jego elementy, co usta-
nawia podziat tego zbioru
na roztaczne podzbiory we-
dtug tej relacji.
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Kongruencja to sposob zapisu tego, ze pewne dwie liczby calkowite ai b daja te
sama reszte przy dzieleniu przez liczbe¢ naturalna m. Pozwalaja w krétki sposob
zapisywac rozwigzania zadan o podzielnosci liczb. Zapis a = b(mod m) oznacza
rowniez, ze reszta z dzielenia a przez m jest rowna b, tzn.: a = m-q+b. Zauwazmy
rowniez, ze jesli m/a, to a = O(mod m).

Przyktad 1.2. Ktore kongruencje sg prawdziwe?

(i) 10=1(mod9)
Zauwazmy, ze 10 — 1 =9 oraz 9|9, a zatem kongruencja jest prawdziwa.

(i) 8 = 5(mod 7)
Mamy 8 -5 =317 f3, a zatem kongruencja nie jest prawdziwa.

(i) —1 = 113(mod 6)

(iv) —5=31(mod7)

2. Wilasnosci kongruencji

Przystawanie modulo m jest relacja rownowaznosci:

(i) zwrotnoseé:
a = a(modm)

(ii) symetrycznosc:
a=b(modm)= b =a(modm)

(iii) przechodniosc:

a=b(modm)Ab=c(modm)= a=c(modm)

Twierdzenie 2.1. Niech a,b,c,d € Z oraz m, m;, mg € IN. Wowczas:
(i) jeslia =b(modm) ic = d(mod m), to

(iad) a+c=b+d(modm);
(iy) a—c=b—d(modm);

(ic) a-c=b-d(modm);
(i) jesli ad = bd(mod m) i NWD(d, m) = 1, to a = b(mod m);

(iii) jeslia = b(mod m;) i a = b(mod my), to a = b(mod NWW (m;, mg)).

Wniosek 2.1. W szczegolnosci, jesli a = b(mod m), to dla dowolnych liczb catlko-
witych kg, . . ., ky, mamy:

kna™+---+kja+ko =k,b™ + ~~+k1b+k0(modm).

Zauwazmy, ze po obu stronach mamy wielomiany stopnia n i powyzszq kongru-
encje mozemy zapisacé: f(a) = f(b)(mod m), gdzie f(X) = anX™ 4+ - -+ a1 X+ ao.
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Cechy podzielnosci

W tej czesci pokazemy jak za pomoca kongruencji mozna wykazac¢ znane nam
cechy podzielnosci liczb.
Dowolng liczbe catkowitg a w systemie dziesigtkowym mozemy zapisa¢ w po-
staci:
a=(apar...an)i0=0ao+a; - 10" +as-10%>+--- 4+ a, - 10™.

Jesli zatem f(X) = a, X™ + -+ + a1 X + ag to wowczas a = f(10).

Przyktad 2.1. (Cecha podzielnosci przez 9) Jak wiemy liczba podzielna jest przez 9
wtedy i tylko wtedy, gdy suma jej cyfr podzielna jest przez 9.

Dowdd. Zauwazmy, ze 10 = 1(mod 9), zatem na mocy wniosku ([2.1I) mamy, ze
f(10) = f(1)(mod 9). Rozwazmy nastepujace kongruencje:
10° =1 = 1(mod 9)
10! =10 = 1(mod 9)
102 = 100 = 1(mod 9)

10™ = 1(mod 9)

Pomnoézmy kazda z tych kongruencji odpowiednio przez aop, a;, as, ..., an. WOw-
czas mamy:
agp = ap(mod 9)
10-a; = a;(mod9)

10?2 - ag = az(mod 9)

10™ - a, = an(mod9)
Nastepnie dodajmy je wszystkie stronami:

a=ap+a;-10' +ay-10%2+---+a,-10"=ap+a; +--- + an(mod9)

Przyktad 2.2. (Cecha podzielnosci przez 11) Liczba podzielna jest przez 11 wtedy
i tylko wtedy, gdy naprzemienna suma jej cyfr podzielna jest przez 11.

Dowéd. Zauwazmy, ze 10 = —1(mod 11), zatem na mocy wniosku ([2.1I) mamy,
ze f(10) = f(—1)(mod 11). Rozwazmy nastepujace kongruencije:

10°=1=1(mod11)
10! =10=—1(mod 11)
102 =100 = 1(mod 11)

10" = (—1)"(mod 11)
Pomnozmy kazda z tych kongruencji odpowiednio przez ap, aj, as, ..., ay, a na-
stepnie dodajmy je stronami i otrzymamy wtedy:
a=ap—a;t+ag—az+---+(—1)"a,(mod 11)
a=(ap+ag+ag+...)—(a;+azs+as+...)(mod11)



Leonard Euler byt szwajcar-
skim matematykiem i fizy-
kiem. Uwazany za czotowe-
go matematyka XVIII wie-
ku i jednego z najwybitniej-
szych w historii. Jego prace
dotycza prawie wszystkich
dziedzin 6wczesnej matema-
tyki. W roku 1736 Euler roz-
wigzat problem znany ja-
ko zagadnienie mostéw kro6-
lewieckich — opis tego za-
gadnienia uznawany jest za
pierwsza publikacje z teo-
rii graféw. Wprowadzit po-
jecie funkgji i jako pierwszy
zastosowat zapis f(x) dla
oznaczenia funkcji f argu-
mentu X.
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3. Funkcja Eulera

Definicja 3.1. Niech n € N, Zbiér Z, = {0, 1,...n — 1} nazywamy zbiorem reszt
modulo n. Przez U(Z,,) = {x € Z,: NWD(x,n) = 1} oznaczamy zbiér elementéw
odwracalnych.

Przyktad 3.1.
(i) Z4 ={0,1,2,3},
U(Z4) ={1, 3}

Zauwazmy réwniez, ze ,5” w Z4 jest rowne 1 (dzielimy z resztg 5 przez 4).
Zatem zbior Z, jest zbiorem wszystkim mozliwych reszt z dzielenia przez 4.

(i) Zs =1{0,1,2,3,4,5,6,7),
U(Zg) ={1,8,5, 7}

(i) Zos ={0,1,2,3,...,23,24},
U(Zss) =1{1,2,3,4,6,7,8,9,11,12,13, 14, 16, 17, 18, 19, 21, 22, 23, 24};

(iv) Zs ={0,1,2,3,...,29,30},
U(zs;) ={0,1,2,3,...,29,30}

(v) Ogolnie jesli p jest liczba pierwsza, to wowczas

Z,={0,1,...,p—1}
W(Zy,) = Z, \{0} = Zj

Definicja 3.2. Funkcje ¢: N — N taka, ze ¢(m) jest rowne liczbie elementow
zbioru U(Z,,) nazywamy funkcjq Eulera.

Przyktad 3.2. Obliczymy ¢(10). Zgodnie z definicjg jest to moc zbioru U(Zo).
Zauwazmy, ze U(Z0) ={1, 3, 7,9}, czyli moc tego zbioru to 4. Zatem ¢(10) = 4.

Uwaga 3.1. Jak obliczy¢ wartosé funkcji ¢? Wezmy liczbe naturalng m. Woéwczas

(p(m)m<1—1>«...~<1—1>,
P1 Px

dlam =p{'-...-pp*, gdzie p; sa parami rézmymi liczbami pierwszymi, a «; € IN.

Uwaga 3.2. (Wlasnosci funkcji Eulera)
(i) Jeslin,m € N oraz NWD(n,m) =1, to ¢(n-m) = ¢(n) - ¢(m).

kfl(

(ii) Jesli p jest liczbg pierwszg, to @ (p*) =p*~1(p —1).

W szczegb6lnosci o(p) =p — 1.

Przyktad 3.3. Obliczymy ¢(10) (innym sposobem niz w poprzednim przykta-
dzie). Wiemy, ze 10 =2 - 5. Zatem

1 1 1 4
cp(10)=10(1—2>-<1—5>=10~2-5:4.

Twierdzenie 3.1. (Eulera) Jeslim > 1 oraz NWD(a, m) = 1, to

a®™ = 1(mod m).
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Zastosowanie twierdzenia Eulera

Przyktad 3.4. Wyznaczymy ostatnig cyfre liczby 7'4. W tym celu musimy spraw-
dzi¢ do czego przystaje liczba 7!'* modulo 10. Poniewaz NWD(7, 10) = 1, to na
mocy twierdzenia Eulera wiemy, ze 7°(1%) = 1(mod (10). Mamy:

1 1 1 4

Czyli 7* = 1(mod 10). Zauwazmy, ze
3
714 _ 74342 _ (74) .72 = 72(mod 10).

Ostatecznie 7'* = 49(mod 10), zatem 7'# = 9(mod 10). Zatem ostatnig cyfrg
liczby 7' jest 9.

Przyktad 3.5. Wyznaczymy trzy ostatnie cyfry liczby 32004, Musimy sprawdzi¢
do czego przystaje liczba 32°°4 modulo 1000. Poniewaz NWD(3, 1000) = 1, to na
mocy twierdzenia Eulera wiemy, ze 3¢(1900) = 1(mod 1000). Mamy:

©(1000) = (23 -5%) = ¢(23) - ¢(5°%) =2%(2—1)-5%(5 — 1) = 400.

Zatem 3%%° = 1(mod 1000). Zauwazmy, ze

5
32004 _ 3400-5+4 _ (3400) 3% = 3%(mod 1000)

1

Poniewaz 3* = 81, zatem trzy ostatnie cyfry liczby 32°%4, to 081.

Twierdzenie 3.2. (Male twierdzenie Fermata) Dla dowolnych liczb a € IN oraz
p € P takich, ze p { a mamy aP~! = 1(modp).

4. Rozwiazywanie kongruencji

Kongruencje mozemy rozwigzywac (tak jak zwykle réwnania); zajmiemy si¢
kongruencjami liniowymi, tzn.: postaci aX + b, gdzie a, b € Z. Dla uproszczenia
zapisu kongruencje liniowe zapisujemy nastepujaco:

aX = b(mod m)

Gdy rozwigzujemy réwnanie aX = b w zbiorze liczb rzeczywistych (czyli gdy
a, b € R), to mnozymy obie jego strony przez liczb¢ odwrotng do a. Podobnie jest
w przypadku kongruencji, powstaje jednak pytanie jak wyznaczyc¢ ten element
odwrotny.

Zauwazmy, ze w przypadku liczb rzeczywistych elementem odwrotnym do a
jest liczba postaci % oraz ze zachodzi woéwczas warunek a - % = 1. W przypadku
kongruencji musimy uwzgledni¢ modut kongruencji m oraz fakt, iz dzialamy na
liczbach calkowitych. Rozwigzujac wiec réwnanie kongruencyjne aX = b(mod m)
musimy znalez¢ taka liczbe catkowitg a’, aby dla a, a’ € Z zachodzil warunek:

a-a = 1(modm).

O tym kiedy takie réwnania majg rozwigzanie méwi nam nastepujace twier-
dzenie:
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Twierdzenie 4.1. Niech a,b € Z in € IN. Kongruencja aX = b(mod m) ma roz-
wigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(a, m)|b.

Przyktad 4.1.
(i) 2X = 3(mod 6) nie ma rozwigzania, bo NWD(2,6) =2, a 2t 3.

(ii) 2X = 3(mod 5) ma rozwigzanie, bo NWD(2, 5) = 1, a 1|3. Szukamy takiego
ae{l,2,3,4}, ze 2-a = 1(mod5). Mnozac 2X = 3(mod 5) przez 3 dostanie-
my, ze X = 4(mod 5). Zatem X = 5t + 4, czyli rozwigzaniem sg liczby, ktore
przy dzieleniu przez 5 daja reszte 4.

4.1. Chinskie twierdzenie o resztach

Chinskie twierdzenie o resztach zostato odkryte i wykorzystane juz w srednio-
wiecznych Chinach.

Twierdzenie 4.2. (chiniskie o resztach) Niechn € N, n > 2, amy,..., m, bedq
takimi liczbami naturalnymi, ze NWD(my, m;) = 1, dla i # j. Niech ponadto licz-
by r1,...,rn beda dowolnymi liczbami calkowitymi. Wtedy istnieje rozwiqzanie
uktadu kongruencji:

r1(mod m,)

X
X T (mod mg)

X =r(modmy)
Rozwiqzanie, to jest jedyne modulo m; - mg - ... - my, czyli
qu(mod(ml ‘Mg« .v. - My ).
Chinskie twierdzenie o resztach moéwi nam, ze zawsze mozemy znalez¢ liczbe r

spelniajacag warunku postaci: ,niech r dzieli si¢ przez q; z resztg r;”. Oczywiscie
pod warunkiem, iz nie wykluczajq si¢ one wzajemnie.

Przyklad 4.2. Rozwazmy ukltad réwnan

= —2(mod 5)
X = 1(mod7)

Uktad ten ma rozwigzanie, bo NWD(5, 7) = 1. Z pierwszej kongruencji uktadu X
jest postaci X = 7k + 1. Zatem

7k +1 = —2(mod5)
2k = —3(mod 5)

2k = 2(mod 5)

k = 1(mod 5)

Stad k jest postaci k = 51 + 1. Wstawiajgc, to do X = 7k + 1 dostajemy, ze
X =351+ 7+ 1 =35l + 8. Ostatecznie X = 8(mod 35).
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5. Zastosowania

Wykorzystujgc kongruencje w tatwy spos6b mozemy odpowiedzie¢ na pytanie
w jakim dniu tygodnia mialo miejsce interesujace nas wydarzenie.
Przyporzadkujmy dniom tygodnia cyfry od O do 6:

0 — niedziela 4 — czwartek

1 — poniedziatek 5 — pigtek
2 — wtorek 6 — sobota
3 - Sroda

Rok zwykly ma 365 i zauwazmy, ze 365 = 350 + 14 + 1, wiec 365 = 1(mod 7).
Z tego wynika, ze po uplywie roku zwyklego wypada o jeden dzien tygodnia
dalszy, w poréwnaniu z rokiem poprzednim. Poniewaz rok przestepny ma ma
366 dni, to 366 = 2(mod 7), a zatem po upltywie roku przestepnego numer dnia
tygodnia wzrasta o 2.

Przyktad 5.1. Druga wojna Swiatowa rozpoczela sie 1 wrzesnia 1939 roku. Jaki
to dzien tygodnia?

Oznaczmy poszukiwany przez nas dzien tygodnia przez d. Dla wygody spraw-
dzamy jakim dniem tygodnia byl 1 wrzesnia 2011 — byl to czwartek. Od wrzesnia
1939 do 1 wrzesnia 2011 uptynety 72 lata. Sprawdzamy ile lat przestepnym bylo
w tym okresie: 72 : 4 = 18 — mamy wie¢c 18 lat przestepnych. Zatem szukany
przez nas dzien d spelnia kongruencje:

d=4-72—18(mod7),

czyli d = —86(mod 7). Zauwazmy, ze —86 = —91+5, czyli d = 5(mod 7). Oznacza
to, ze druga wojna Swiatowa rozpoczela sie w piatek.

Przy sigganiu do dat sprzed roku 1582, nalezy uwzgledni¢ zmiane¢ kalendarza
julianskiego na kalendarz gregorianski. =W kalendarzu julianskim kazdy rok
o numerze podzielnym przez 4 byt przestepny i miat 366 dni, a pozostate lata
byly zwykle i miaty po 365 dni. Kalendarz gregorianski wprowadzit wyjatki od
tej zasady: rok o numerze podzielnym przez 100, ale nie podzielnym przez 400,
jest rokiem zwyklym. Dotychczas sposrod lat o numerach podzielnych przez 4
latami zwyktymi byly nastepujace trzy: 1700, 1800, 1900. Ponadto pomini¢to
w kalendarzu 10 dat: od 5 do 14 pazdziernika 1582 roku.

Przyktad 5.2. Sprawdzimy w jakim dniu byla bitwa pod Grunwaldem, ktéra
rozpoczeta sie 15 lipca 1410. Mozna sprawdzi¢ w kalendarzu, ze 15 lipca 2011
by? piatek i byta wowczas 601 rocznica tego wydarzenia. Gdyby nie wspomniane
~poprawki” kalendarza to szukany dzien d rozpoczecia bitwy spetnialby kongru-
encje:

d=5—-601— 150(mod 7)

Po uwzglednieniu 10 usuni¢tych dat oraz dodatkowych lat, ktore nie byty prze-
stepne (1700, 1800, 1900) mamy:

d=5-601—- 150+ 10 + 3(mod 7)

Zatem d = —733(mod 7). Poniewaz —733 = —700 — 35+ 2, to d = 2(mod 7), wiec
bitwa pod Grunwaldem rozpoczela si¢ we wtorek.

Kalendarz gregorianiski jest
to zreformowany kalendarz
julianski, ktéry koryguje réz-
nice narosta od wprowadze-
nia kalenarza julianskiego
(Kalendarz juliafski spéznia
sie¢ o 1 dzien na 128 lat, na-
tomiast opdznienie kalenda-
rza gregorianskiego wynosi
1 dzied na ok. 3000 lat.)
Nalezy tu réwniez wspomi-
nie¢, iz nie wszystkie kra-
je od razu przeszty z ka-
lendarza julianskiego na gre-
gorianski. W 1582 roku po
ukazaniu sie bulli papieza
natychmiast przeszty gtéw-
nie kraje katolickie — w tym
Polska. Najdtuzej zwlekaty
kraje prawostawne. Niekté-
re cerkwie prawostawne —
mimo oficjalnego przejscia
panstw na kalendarz grego-
rianski — do obliczania $wiat
ruchomych nadal uzywa ka-
lendarza julianskiego.
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Oczywiscie oprocz sprawdzania w jakim dniu tygodnia miato miejsce jakies
wydarzenie, mozemy réwniez sprawdzi¢ w jakim dniu tygodnia co$ dopiero be-
dzie.

Przyktad 5.3. Sprawdzimy w jakim dniu rozpocznie si¢ nowe stulecie, czyli jakim
dniem jest 1 stycznia 2100. Dla wygody spradzamy, ze 1 stycznia 2011 roku byta
sobota. Od tej daty do 2100 roku bedzie jeszcze 89 lat, w tym 22 lata przestepne.
Zatem szukany przez nas dzien d spelnia kongruencje:

d=6+89+22(mod7),

czylid = 117(mod 7). Poniewaz 117 = 112+ 5, wiec d = 5(mod 7) co oznacza, ze
1 stycznia 2100 roku bedzie piatkiem.
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6. Zadania
Zadanie 6.1. Wyprowadz cechy podzielnosci przez 7,13,27,37,101.

Wskazéwka: skorzystaj z kongruencji 100 = 1(mod 11), 100 = —1(mod 101),
1000 = —-1(mod 7,13,11), 100 = 1(mod 27, 37)

Zadanie 6.2. Wyznacz dwie ostatnie cyfry nastepujacych liczb:

(a) 289289 (¢ 7%
(b) 9241 (d) 141414

Zadanie 6.3. Wykaz, ze liczba 535 — 3333 jest podzielna przez 10.

Zadanie 6.4. Rozwiaz kongruencje:

(a) 3X =1(mod5); (¢) 25X =15(mod 7);
(b) 3X = 8(mod 13); (d) 4X = 7(mod6);

Zadanie 6.5. Rozwigz uklady kongruencji:

(a) (b)
X =4(mod5b); X = 1(mod25);
X =1(mod(12) X =2(mod (4)
X =7(mod 14) X =3(mod9)

Zadanie 6.6. W sadzie zebrano jabtka, ktorych nie byto wiecej niz 1000. Gdyby
podzieli¢ jabtka réwno do 7 koszy, to zostanie 1 jabtko. Gdyby podzieli¢ jabtka
rowno do 13 koszy, to zostanie 6 jabtek. Mozna jednak podzielic jabtka réwno
na 11 czesci. Ile zebrano jablek?

Zadanie 6.7. Dopisaé z prawej strony liczby 523 takie trzy cyfry, aby otrzymana
liczba szesciocyfrowa byta podzielna przez 7, 81 9.

Zadanie 6.8. Znajdz cyfry x,y,z wiedzac, ze liczba xyz138 dzieli si¢ przez 7,
liczba 138xyz przy dzieleniu przez 13 daje reszte 6, a liczba x1y3z8 przy dzieleniu
przez 11 daje reszte 5.

Zadanie 6.9. (Olimpiada Matematyczna) Znajdz cyfry x, y, z wiedzac, ze liczba
13xy45z dzieli sie¢ przez 792.

Zadanie 6.10. (Olimpiada Matematyczna) Wykaz, ze jezeli m = n(mod4), to
liczba 53™ — 33™ jest podzielna przez 10.

Zadanie 6.11. (Olimpiada Matematyczna) Znajdz wszystkie liczby naturalne n,
aby liczba 1!+ 2! 4 .- +n! byla
(a) kwadratem pewnej liczby naturalnej;

(b) szeScianem pewnej lizby naturalnej.
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