ROWNANIA DIOFANTYCZNE

Beata tojan
b.lojan@knm.katowice.pl

Koto Naukowe Matematykéw
Uniwersytetu Slaskiego w Katowicach
www.knm.katowice.pl

Dabrowa Goérnicza, 21 listopada 2011

Beata tojan (KNM US) Réwnania diofantyczne 21 listopada 2011


mailto:b.lojan@knm.katowice.pl

© Algorytm Euklidesa

Beata tojan (KNM US) 5 diofantyczne 21 listopada 2011



© Algorytm Euklidesa

© Réwnania diofantyczne
@ Réwnania diofantyczne stopnia pierwszego
@ Réwnania diofantyczne stopnia drugiego — réwnanie Pitagorasa
@ Réwnania wyzszych rzedéw — réwnanie Fermata

Beata tojan (KNM US Réwnania diofantyczne 21 listopada 2011 2 /25
) y



© Algorytm Euklidesa

© Réwnania diofantyczne
@ Réwnania diofantyczne stopnia pierwszego
@ Réwnania diofantyczne stopnia drugiego — réwnanie Pitagorasa
@ Réwnania wyzszych rzedéw — réwnanie Fermata

© Zastosowania

@ zadanie 1 — ile biletéw?
@ zadanie 2 — ukfad réwnan
@ zadanie 3 — ile lat zyt Diofantos?

Beata tojan (KNM US Réwnania diofantyczne 21 listopada 2011 2 /25
) Yy



© Algorytm Euklidesa

© Réwnania diofantyczne
@ Réwnania diofantyczne stopnia pierwszego
@ Réwnania diofantyczne stopnia drugiego — réwnanie Pitagorasa
@ Réwnania wyzszych rzedéw — réwnanie Fermata

© Zastosowania

@ zadanie 1 — ile biletéw?
@ zadanie 2 — ukfad réwnan
@ zadanie 3 — ile lat zyt Diofantos?

@ Literatura

Beata tojan (KNM US Réwnania diofantyczne 21 listopada 2011 2 /25
) Yy



Algorytm Euklidesa

Przypomnienie

Niech a,b € Z i b # 0. Méwimy, ze a jest podzielne z reszta przez b jesli istnieja takie
liczby g€ Z i r e NU{0}, ze a=bg+roraz0<r < |b|
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Algorytm Euklidesa

Przypomnienie

Definicja

Niech a,b € Z i b # 0. Méwimy, ze a jest podzielne z reszta przez b jesli istnieja takie
liczby g € Z i r e NU{0}, ze a= bqg + r oraz 0 < r < |b|.

Definicja

Niech a,b € Z i b # 0. Méwimy, ze a jest podzielne przez b jesli istnieje taka liczba
catkowita a, ze a = bq (czyli reszta z dzielenia r = 0). Wtedy b nazywamy dzielnikiem
liczby a.
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Przypomnienie

Niech a,b € Z i b # 0. Méwimy, ze a jest podzielne z reszta przez b jesli istnieja takie
liczby g € Z i r e NU{0}, ze a= bqg + r oraz 0 < r < |b|.

Niech a,b € Z i b # 0. Méwimy, ze a jest podzielne przez b jesli istnieje taka liczba

catkowita a, ze a = bq (czyli reszta z dzielenia r = 0). Wtedy b nazywamy dzielnikiem
liczby a.

Przypomnienie NWD i NWW

Najwiekszym wspdélnym dzielnikiem liczb catkowitych a i b nazywamy liczbe naturalna d,
ktéra jest wspélnym dzielnikiem liczb a i b oraz kazdy inny wspélny dzielnik liczb a i b
dzieli d.

Najmniejsza wspdlna wielokrotnoscia liczb catkowitych a i b nazywamy najmniejsza
liczbe naturalna w, ktérej dzielnikami sa liczby a i b, przy czym jesli istnieje jakas inna
liczba w’ o tych wtasnoéciach, to liczba w jest jej dzielnikiem.

A\
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Algorytm Euklidesa

Algorytm Euklidesa

Jest to algorytm do obliczania najwiekszego wspdlnego dzielnika
dwoch liczb catkowitych. Jest to jeden z najstarszych algorytmoéw —
zostat opisany przez Euklidesa ok. roku 300 p.n.e. Opiera sie on na
spostrzezeniu, ze jesli od wiekszej liczby odejmiemy mniejsza, to
mniejsza liczba i otrzymana réznica bedg miaty taki sam najwiekszy
wspdlny dzielnik jak pierwotne liczby. Jesli w wyniku kolejnego
odejmowania otrzymamy pare réwnych liczb, oznacza to, ze
znalezlismy NWD. Mozna réwniez zamiast odejmowac bra¢ reszty z
dzielenia wiekszej liczby przez mniejszg — gdy reszta dojdzie do zera,
to konczymy, a NWD jest réwne przedostatniej reszcie.
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Algorytm Euklidesa — konstrukcja

Konstrukcja

Zatézmy, ze a, b € IN oraz a > b. Dzielac z resztg a przez b otrzymujemy
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Algorytm Euklidesa — konstrukcja

Konstrukcja

Zatézmy, ze a, b € IN oraz a > b. Dzielac z resztg a przez b otrzymujemy

a =bag +n, 0<n<b
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Algorytm Euklidesa — konstrukcja

Konstrukcja

Zatézmy, ze a, b € IN oraz a > b. Dzielac z resztg a przez b otrzymujemy

a =bg +nr, 0o<n<b
b =ng+n, 0<n<n

Ostatecznie dostajemy, ze

NWD(a, b) = NWD(b, r;) =
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Algorytm Euklidesa — konstrukcja

Konstrukcja

Zatézmy, ze a, b € IN oraz a > b. Dzielac z resztg a przez b otrzymujemy

a =bg +nr, 0o<n<b
b =ng+n, 0<n<n
rn = nrngs+rs, 0<n<nm

Ostatecznie dostajemy, ze

NWD(a, b) = NWD(b, r1) = NWD(r1, r) =
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Algorytm Euklidesa

Algorytm Euklidesa — konstrukcja

Konstrukcja

Zatézmy, ze a, b € IN oraz a > b. Dzielac z resztg a przez b otrzymujemy

a =bg+n, 0<n<b

b =ng+n, 0<n<n

rn = nrngs+rs, 0<n<nm
rh—2 :fn—lCIn—an, 0grn<rn—1

Ostatecznie dostajemy, ze

NWD(a, b) = NWD(b, r1) = NWD(r1, ) = NWD(rp, r3) = --- =
= NWD(rp,, rn—1) =
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Algorytm Euklidesa

Algorytm Euklidesa — konstrukcja

Konstrukcja

Zatézmy, ze a, b € IN oraz a > b. Dzielac z resztg a przez b otrzymujemy

a =bg +nr, 0o<n<b

b =ng+n, 0<n<n

rn = nrngs+rs, 0<n<nm
rh—2 :fn—lCIn—an, 0grn<rn—1
'n—1 = InQn+1 +0

Ostatecznie dostajemy, ze

NWD(a, b) = NWD(b, r1) = NWD(r1, r2) = NWD(rp, r3) = --- =
= NWD(rp,, rn—1) = NWD(rn_1,r,) = rn.
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Algorytm Euklidesa — przyktad

Przyktad

Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(26,10). Mamy:
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Algorytm Euklidesa — przyktad

Przyktad
Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(26,10). Mamy:

26=10-2+6
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Algorytm Euklidesa — przyktad

Przyktad
Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(26,10). Mamy:

26=10-2+6
10=6-1+4
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Algorytm Euklidesa — przyktad

Przyktad
Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(26,10). Mamy:

26=10-2+6
10=6-1+4
6=4-1+2
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Algorytm Euklidesa — przyktad

Przyktad
Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(26,10). Mamy:

26=10-2+6

10=6-1+4
6=4-1+4+2
4=2.-240
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Algorytm Euklidesa — przyktad

Przyktad
Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(26,10). Mamy:

26=10-2+6

10=6-1+4
6=4-1+2
4=2.2+40
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Algorytm Euklidesa

Algorytm Euklidesa — przyktad

Przyktad

Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(26,10). Mamy:

26=10-2+6

10=6-1+4
6=4-1+2
4=2.2+40

Zatem NWD(26,10) = 2.
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Algorytm Euklidesa

Algorytm Euklidesa — przyktad

Przyktad

Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(26,10). Mamy:

26=10-2+6

10=6-1+4
6=4-1+2
4=2.2+40

Zatem NWD(26,10) = 2.

Twierdzenie

Niech a, b € Z oraz a # 0 i b # 0. Wtedy istnieja takie liczby catkowite x, y, ze

NWD(a, b) = ax + by.
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Algorytm Euklidesa

Konstrukcja (metoda wyznaczania X i Y)

Metoda wyznaczania x, y € Z wynika z algorytmu Euklidesa. Istotnie, dla
a,be N, a> b mamy:
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Algorytm Euklidesa

Konstrukcja (metoda wyznaczania X i Y)

Metoda wyznaczania x, y € Z wynika z algorytmu Euklidesa. Istotnie, dla
a,be N, a> b mamy:

a =bgq+n, rn =a— baq,
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Algorytm Euklidesa

Konstrukcja (metoda wyznaczania X i Y)

Metoda wyznaczania x, y € Z wynika z algorytmu Euklidesa. Istotnie, dla
a,be N, a> b mamy:

a =bgq+n, rn =a— baq,
b =ng+nr, r b—rgqo,
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Algorytm Euklidesa

Konstrukcja (metoda wyznaczania X i Y)

Metoda wyznaczania x, y € Z wynika z algorytmu Euklidesa. Istotnie, dla
a,be N, a> b mamy:

a =bgq+n, rn =a— baq,

b =ng+nr, rn =b—rg,

n =nrqg+rs, 3 =n-—nrgs,
=
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Algorytm Euklidesa

Konstrukcja (metoda wyznaczania X i Y)

Metoda wyznaczania x, y € Z wynika z algorytmu Euklidesa. Istotnie, dla
a,be N, a> b mamy:

a =bgq+n, rn =a— baq,
b =ng+nr, rn =b—rg,
n =nrqg+rs, r3 =n—rqgs,
=
rn—2 = rn—lqn+rn7 rn = I'n—2 — rh—1Qn,
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Algorytm Euklidesa

Konstrukcja (metoda wyznaczania X i Y)

Metoda wyznaczania x, y € Z wynika z algorytmu Euklidesa. Istotnie, dla
a,be N, a> b mamy:

a =bgq+n, rn =a— baq,
b =ng+nr, rn =b—ng,
n =nrqg+rs, r3 =n—rqs,
=
rn—2 = rn—lqn+rn7 rn = I'n—2 — rh—1Qn,
-1 = raQGnr1+0 'n—1 = InQn+1
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Algorytm Euklidesa

Konstrukcja (metoda wyznaczania X i Y)

Metoda wyznaczania x, y € Z wynika z algorytmu Euklidesa. Istotnie, dla
a,be N, a> b mamy:

a =bgq+n, rn =a— baq,
b =ng+nr, rn =b—ng,
n =nrqg+rs, r3 =n—rqs,
=
rn—2 = rn—lqn+rn7 rn = I'n—2 — rh—1Qn,
-1 = raQGnr1+0 'n—1 = InQn+1

,Odwracajac” algorytm Euklidesa dostajemy:
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Algorytm Euklidesa

Konstrukcja (metoda wyznaczania X i Y)

Metoda wyznaczania x, y € Z wynika z algorytmu Euklidesa. Istotnie, dla
a,be N, a> b mamy:

a =bgq+n, rn =a— baq,
b =ng+nr, rn =b—ng,
n =nrqg+rs, r3 =n—rqs,
=
rn—2 = rn—lqn+rn7 rn = I'n—2 — rh—1Qn,
-1 = raQGnr1+0 'n—1 = InQn+1

,Odwracajac” algorytm Euklidesa dostajemy:

n=a—bgr=a+ b(—q1)
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Algorytm Euklidesa

Konstrukcja (metoda wyznaczania X i Y)

Metoda wyznaczania x, y € Z wynika z algorytmu Euklidesa. Istotnie, dla
a,be N, a> b mamy:

a =bgq+n, rn =a— baq,
b =ng+nr, rn =b—ng,
n =nrqg+rs, r3 =n—rqs,
=
rn—2 = rn—lqn+rn7 rn = I'n—2 — rh—1Qn,
-1 = raQGnr1+0 'n—1 = InQn+1

,Odwracajac” algorytm Euklidesa dostajemy:

n=a—bgr=a+ b(—q1)

f2=b—f1(—72=
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Algorytm Euklidesa

Konstrukcja (metoda wyznaczania X i Y)

Metoda wyznaczania x, y € Z wynika z algorytmu Euklidesa. Istotnie, dla
a,be N, a> b mamy:

a =bgq+n, rn =a— baq,
b =ng+nr, rn =b—ng,
n =nrqg+rs, r3 =n—rqs,
=
rn—2 = rn—lqn+rn7 rn = I'n—2 — rh—1Qn,
-1 = raQGnr1+0 'n—1 = InQn+1

,Odwracajac” algorytm Euklidesa dostajemy:

n=a—bgr=a+ b(—q1)
rn=b—rig2=b—(a+b(—q1))g2 = a(—q2) + b(1 + g162)
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Algorytm Euklidesa

Konstrukcja (metoda wyznaczania X i Y)

Metoda wyznaczania x, y € Z wynika z algorytmu Euklidesa. Istotnie, dla
a,be N, a> b mamy:

a =bgq+n, rn =a— baq,
b =ng+nr, rn =b—ng,
n =nrqg+rs, r3 =n—rqs,
=
rn—2 = rn—lqn+rn7 rn = I'n—2 — rh—1Qn,
-1 = raQGnr1+0 'n—1 = InQn+1

,Odwracajac” algorytm Euklidesa dostajemy:

n=a—bgr=a+ b(—q1)
b—rig2=b—(a+b(—q1))g2 = a(—q2) + b(1 + g162)

R =n—nrqs3=

r2
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Algorytm Euklidesa

Konstrukcja (metoda wyznaczania X i Y)

Metoda wyznaczania x, y € Z wynika z algorytmu Euklidesa. Istotnie, dla
a,be N, a> b mamy:

a =bgq+n, rn =a— baq,
b =ng+nr, rn =b—ng,
n =nrqg+rs, r3 =n—rqs,
=
rn—2 = rn—lqn+rn7 rn = I'n—2 — rh—1Qn,
-1 = raQGnr1+0 'n—1 = InQn+1

,Odwracajac” algorytm Euklidesa dostajemy:
n=a—bgr=a+ b(—q1)
rn=b—rig2=b—(a+b(—q1))g2 = a(—q2) + b(1 + g162)
r3s=r—rnqs=a+ b(—q) — (a(—qz2) + b(1 + q192))g3 =
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Algorytm Euklidesa

Konstrukcja (metoda wyznaczania X i Y)

Metoda wyznaczania x, y € Z wynika z algorytmu Euklidesa. Istotnie, dla
a,be N, a> b mamy:

a =bgq+n, rn =a— baq,
b =ng+nr, rn =b—ng,
n =nrqg+rs, r3 =n—rqs,
=
rn—2 = rn—lqn+rn7 rn = I'n—2 — rh—1Qn,
-1 = raQGnr1+0 'n—1 = InQn+1

,Odwracajac” algorytm Euklidesa dostajemy:

n=a—bgr=a+ b(—q1)

rn=b—rig2=b—(a+b(—q1))g2 = a(—q2) + b(1 + g162)

r3s=r—rnqs=a+ b(—q) — (a(—qz2) + b(1 + q192))g3 =
= a(1+ g293) + b(—q1 — g3 — q19293).
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Algorytm Euklidesa

Konstrukcja (metoda wyznaczania X i Y)

Metoda wyznaczania x, y € Z wynika z algorytmu Euklidesa. Istotnie, dla
a,be N, a> b mamy:

a =bgq+n, rn =a— baq,
b =ng+nr, rn =b—ng,
n =nrqg+rs, r3 =n—rqs,
=
rn—2 = rn—lqn+rn7 rn = I'n—2 — rh—1Qn,
-1 = raQGnr1+0 'n—1 = InQn+1

,Odwracajac” algorytm Euklidesa dostajemy:
n=a—bgr=a+ b(—q1)
rn=b—rig2=b—(a+b(—q1))g2 = a(—q2) + b(1 + g162)
r3s=r—rnqs=a+ b(—q) — (a(—qz2) + b(1 + q192))g3 =
= a(1+ g293) + b(—q1 — g3 — q19293).

Postepujac tak dalej mamy r, = 0 oraz
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Algorytm Euklidesa

Konstrukcja (metoda wyznaczania X i Y)

Metoda wyznaczania x, y € Z wynika z algorytmu Euklidesa. Istotnie, dla
a,be N, a> b mamy:

a =bgq+n, rn =a— baq,
b =ng+nr, rn =b—ng,
n =nrqg+rs, r3 =n—rqs,
=
rn—2 = rn—lqn+rn7 rn = I'n—2 — rh—1Qn,
-1 = raQGnr1+0 'n—1 = InQn+1

,Odwracajac” algorytm Euklidesa dostajemy:

n=a—bgr=a+ b(—q1)

rn=b—rig2=b—(a+b(—q1))g2 = a(—q2) + b(1 + g162)

r3s=r—rnqs=a+ b(—q) — (a(—qz2) + b(1 + q192))g3 =
= a(1+ g293) + b(—q1 — g3 — q19293).

Postepujac tak dalej mamy r, = 0 oraz
a(co$ zaleznego od qu, ..., qn) + b(co$ zaleznego od q1,...,qn) = ax + by
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Algorytm Euklidesa

Przyktad

Pokazemy na przykfadzie jak wyznaczy¢ liczby X i Y. Niech a =234 i b = 164.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(234,164):
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Algorytm Euklidesa

Przyktad

Pokazemy na przykfadzie jak wyznaczy¢ liczby X i Y. Niech a =234 i b = 164.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(234,164):

234 =164-1470
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Algorytm Euklidesa

Przyktad

Pokazemy na przykfadzie jak wyznaczy¢ liczby X i Y. Niech a =234 i b = 164.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(234,164):

234 =164-1470
164 =70-2+24
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Algorytm Euklidesa

Przyktad

Pokazemy na przykfadzie jak wyznaczy¢ liczby X i Y. Niech a =234 i b = 164.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(234,164):

234 =164-1470
164 =70-2+24
70=24.2422
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Algorytm Euklidesa

Przyktad

Pokazemy na przykfadzie jak wyznaczy¢ liczby X i Y. Niech a =234 i b = 164.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(234,164):

234 =164-1470
164 =70-2+24
70=24.2422
24 =22-1+2
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Algorytm Euklidesa

Przyktad

Pokazemy na przykfadzie jak wyznaczy¢ liczby X i Y. Niech a =234 i b = 164.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(234,164):

234 =164-1470
164 =70-2+24

70=24.2422
24 =22-1+2
22=2-11+0
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Algorytm Euklidesa

Przyktad

Pokazemy na przykfadzie jak wyznaczy¢ liczby X i Y. Niech a =234 i b = 164.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(234, 164):

234 =164 -1+ 70
164 =70 -2+ 24

70=24.2422
24:22-1—|—£I
22=2-11+0
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Algorytm Euklidesa

Przyktad

Pokazemy na przykfadzie jak wyznaczy¢ liczby X i Y. Niech a =234 i b = 164.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(234, 164):

234 =164 -1+ 70
164 =70 -2+ 24

70=24.2422
24:22-1—|—£I
22=2-11+0

Mamy zatem, ze NWD(234,164) = 2, a ,odwracajac’ algorytm Euklidesa
dostajemy:
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Algorytm Euklidesa

Przyktad

Pokazemy na przyktadzie jak wyznaczy¢ liczby X i Y. Niech a =234 i b = 164.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(234, 164):

234 =164-1470
164 =70-2+24

70=24.2422
24:22-1—|—|EI
22=2-11+0

Mamy zatem, ze NWD(234,164) = 2, a ,odwracajac’ algorytm Euklidesa
dostajemy:

2=24-22-1=
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Algorytm Euklidesa

Przyktad

Pokazemy na przyktadzie jak wyznaczy¢ liczby X i Y. Niech a =234 i b = 164.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(234, 164):

234 =164-1470
164 =70-2+24

70=24.2422
24:22-1—|—|EI
22=2-11+0

Mamy zatem, ze NWD(234,164) = 2, a ,odwracajac’ algorytm Euklidesa
dostajemy:

2=24-22-1=24—(70—24-2) =
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Algorytm Euklidesa

Przyktad

Pokazemy na przyktadzie jak wyznaczy¢ liczby X i Y. Niech a =234 i b = 164.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(234, 164):

234 =164-1470
164 =70-2+24

70=24.2422
24:22-1—|—|EI
22=2-11+0

Mamy zatem, ze NWD(234,164) = 2, a ,odwracajac’ algorytm Euklidesa
dostajemy:

2=24-22.1=24—(70—-24-2) =24 —-70-1+24.2 =
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Algorytm Euklidesa

Przyktad

Pokazemy na przyktadzie jak wyznaczy¢ liczby X i Y. Niech a =234 i b = 164.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(234, 164):

234 =164-1470
164 =70-2+24

70=24.2422
24:22-1—|—|EI
22=2-11+0

Mamy zatem, ze NWD(234,164) = 2, a ,odwracajac’ algorytm Euklidesa
dostajemy:
2=24—-22-1=24—(70—-24-2)=24—-70-1+24.2=
=24.3-70-1=
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Algorytm Euklidesa

Przyktad

Pokazemy na przyktadzie jak wyznaczy¢ liczby X i Y. Niech a =234 i b = 164.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(234, 164):

234 =164-1470
164 =70-2+24

70=24.2422
24:22-1—|—|EI
22=2-11+0

Mamy zatem, ze NWD(234,164) = 2, a ,odwracajac’ algorytm Euklidesa
dostajemy:
2=24—-22-1=24—(70—-24-2)=24—-70-1+24.2=
=24.3-70-1=3(164-1-70-2)—-70-1=
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Algorytm Euklidesa

Przyktad

Pokazemy na przyktadzie jak wyznaczy¢ liczby X i Y. Niech a =234 i b = 164.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(234, 164):

234 =164-1470
164 =70-2+24

70=24.2422
24:22-1—|—|EI
22=2-11+0

Mamy zatem, ze NWD(234,164) = 2, a ,odwracajac’ algorytm Euklidesa
dostajemy:
2=24—-22-1=24—(70—-24-2)=24—-70-1+24.2=
=24.3-70-1=3(164-1—-70-2)—70-1=3-164—6-70—1-70 =
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Algorytm Euklidesa

Przyktad

Pokazemy na przyktadzie jak wyznaczy¢ liczby X i Y. Niech a =234 i b = 164.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(234, 164):

234 =164-1470
164 =70-2+24

70=24.2422
24:22-1—|—|EI
22=2-11+0

Mamy zatem, ze NWD(234,164) = 2, a ,odwracajac’ algorytm Euklidesa
dostajemy:
2=24-22.1=24—(70-24-2)=24—70-1+24.2 =
=24.3-70-1=3(164-1—-70-2)—70-1=3-164—6-70—1-70 =
=3-164—7-234+7-164 =
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Algorytm Euklidesa

Przyktad

Pokazemy na przyktadzie jak wyznaczy¢ liczby X i Y. Niech a =234 i b = 164.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(234, 164):

234 =164-1470
164 =70-2+24

70=24.2422
24:22-1—|—|EI
22=2-11+0

Mamy zatem, ze NWD(234,164) = 2, a ,odwracajac’ algorytm Euklidesa
dostajemy:
2=24-22.1=24—(70-24-2)=24—70-1+24.2 =
=24.3-70-1=3(164-1—-70-2)—70-1=3-164—6-70—1-70 =
=3-164—7-234+7-164=(-7)-234+10- 164
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Algorytm Euklidesa

Przyktad

Pokazemy na przyktadzie jak wyznaczy¢ liczby X i Y. Niech a =234 i b = 164.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(234, 164):

234 =164-1470
164 =70-2+24

70=24.2422
24:22-1—|—|EI
22=2-11+0

Mamy zatem, ze NWD(234,164) = 2, a ,odwracajac’ algorytm Euklidesa
dostajemy:
2=24-22.1=24—(70-24-2)=24—70-1+24.2 =
=24.3-70-1=3(164-1—-70-2)—70-1=3-164—6-70—1-70 =
=3-164—7-234+7-164=(-7)-234+10- 164

Zatem 2 = (—7) - 234+ 10 - 164, czyli X = —7, Y = 10.
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Réwnania diofantyczne

Réwnania diofantyczne

Réwnanie diofantyczne

Réwnaniem diofantycznym nazywamy kazde réwnanie, ktérego
rozwigzan szukamy w zbiorze liczb catkowitych lub naturalnych.
Nazwa tego typu réwnan pochodzi od greckiego matematyka
Diofantosa (I1l w.n.e.). Zajmiemy sie najprostszymi z nich, czyli
réwnaniami liniowymi.
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Réwnania diofantyczne

Réwnania diofantyczne

lle lat zyt Diofantos?

W XIV wieku grecki mnich Maksymus Planudes umiescit w swojej antologii wiersz
,Epitafium Diofanta”. Jego tres¢ jest jednoczesnie zadaniem tekstowym:

Pod tym nagrobkiem spoczywa Diofant — a dzieki przedziwnej
Sztuce zmarfego i wiek zdradzi ci ten gtaz:
Chfopcem przez szésta czes¢ zZycia pozosta¢ bég mu pozwolit,
Lica pokwitty mu zas, kiedy dwunasta znéw czes¢
Zycia mineta; a znowu Zywota gdy przebyt czes¢ siédma,
Mtoda matzonke w dom dobry wprowadzit mu bdg,
Ktora, gdy pie¢ lat minefo, matego powifa mu synka,

Ale okrutny chciat los, Ze kiedy syn ledwie wiek
Ojca w pofowie osiagnat, ponury zabrat go Hades.
Kojac ogromny swdj bdl, szukat Diofant wsréd liczb
Jeszcze przez cztery lata pociechy, az rozstat sie z zyciem.
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Réwnania diofantyczne

Réwnania diofantyczne stopnia pierwszego

Réwnania diofantyczne stopnia pierwszego

Definicja

Réwnaniem diofantycznym stopnia pierwszego nazywamy réwnanie liniowe postaci

a X1+ aXo+ -+ anX, = b,

gdzie a1, ...,an, b € Z, a szukane rozwiazania (X, Y) s3 liczbami catkowitymi.
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Réwnania diofantyczne | Réwnania diofantyczne stopnia pierwszego

Réwnania diofantyczne stopnia pierwszego

Definicja

Réwnaniem diofantycznym stopnia pierwszego nazywamy réwnanie liniowe postaci
a1 X1+ axXo+ -+ apX, = b,

gdzie a1, ...,an, b € Z, a szukane rozwiazania (X, Y) s3 liczbami catkowitymi.

Zauwazmy, ze dla n = 1 dostajemy réwnanie: a; X; = b.
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Réwnania diofantyczne | Réwnania diofantyczne stopnia pierwszego

Réwnania diofantyczne stopnia pierwszego

Definicja

Réwnaniem diofantycznym stopnia pierwszego nazywamy réwnanie liniowe postaci
a1 X1+ axXo+ -+ apX, = b,

gdzie a1, ...,an, b € Z, a szukane rozwiazania (X, Y) s3 liczbami catkowitymi.

Zauwazmy, ze dla n = 1 dostajemy réwnanie: a; X; = b. Takie réwnanie ma
rozwigzanie w liczbach catkowitych < a;|b i wowczas X = g.
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Réwnania diofantyczne | Réwnania diofantyczne stopnia pierwszego

Réwnania diofantyczne stopnia pierwszego

Réwnaniem diofantycznym stopnia pierwszego nazywamy réwnanie liniowe postaci

a1 X1+ axXo+ -+ apX, = b,

gdzie a1, ...,an, b € Z, a szukane rozwiazania (X, Y) s3 liczbami catkowitymi.

Zauwazmy, ze dla n = 1 dostajemy réwnanie: a; X; = b. Takie réwnanie ma

rozwigzanie w liczbach catkowitych < a;|b i wowczas X = g.
Rozwazmy réwnanie 6X = 12; oczywiscie 612 oraz X = 12 =

2 _ 9,
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Réwnania diofantyczne | Réwnania diofantyczne stopnia pierwszego

Réwnania diofantyczne stopnia pierwszego

Definicja

Réwnaniem diofantycznym stopnia pierwszego nazywamy réwnanie liniowe postaci
a1 X1+ axXo+ -+ apX, = b,

gdzie a1, ...,an, b € Z, a szukane rozwiazania (X, Y) s3 liczbami catkowitymi.

Zauwazmy, ze dla n = 1 dostajemy réwnanie: a; X; = b. Takie réwnanie ma
rozwigzanie w liczbach catkowitych < a;|b i wowczas X = g.
Rozwazmy réwnanie 6X = 12; oczywiscie 6|12 oraz X = % =
Dla n = 2 dostajemy réwnanie postaci a; X; + a»Xo = b.

2.
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Réwnania diofantyczne stopnia pierwszego

Definicja

Réwnaniem diofantycznym stopnia pierwszego nazywamy réwnanie liniowe postaci
a1 X1+ axXo+ -+ apX, = b,

gdzie a1, ...,an, b € Z, a szukane rozwiazania (X, Y) s3 liczbami catkowitymi.

Zauwazmy, ze dla n = 1 dostajemy réwnanie: a; X; = b. Takie réwnanie ma

rozwigzanie w liczbach catkowitych < a;|b i wowczas X = g.
Rozwazmy réwnanie 6X = 12; oczywiscie 6|12 oraz X = % =2.

Dla n = 2 dostajemy réwnanie postaci a; X1 + axXo = b. Kiedy takie réwnanie ma
rozwigzanie? Jesli zastosowaé rozumowanie powyzej, to mozna przyjaé, ze takie

réwnanie ma rozwigzanie, gdy a;|b i ao|b.
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Réwnania diofantyczne stopnia pierwszego

Definicja
Réwnaniem diofantycznym stopnia pierwszego nazywamy réwnanie liniowe postaci

a1 X1+ axXo+ -+ apX, = b,

gdzie a1, ...,an, b € Z, a szukane rozwiazania (X, Y) s3 liczbami catkowitymi.

Zauwazmy, ze dla n = 1 dostajemy réwnanie: a; X; = b. Takie réwnanie ma
rozwigzanie w liczbach catkowitych < a;|b i wowczas X = g.

Rozwazmy réwnanie 6X = 12; oczywiscie 6|12 oraz X = % =2.

Dla n = 2 dostajemy réwnanie postaci a; X1 + axXo = b. Kiedy takie réwnanie ma
rozwigzanie? Jesli zastosowaé rozumowanie powyzej, to mozna przyjaé, ze takie
réwnanie ma rozwiazanie, gdy a;|b i az|b. Zauwazmy jednak, ze np. réwnanie
4X +6Y = 10 ma rozwigzanie X =10i Y = —5, pomimo iz 4410 i 6 { 10.
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Réwnania diofantyczne | Réwnania diofantyczne stopnia pierwszego

Réwnania diofantyczne stopnia pierwszego

Definicja
Réwnaniem diofantycznym stopnia pierwszego nazywamy réwnanie liniowe postaci

a1 X1+ axXo+ -+ apX, = b,

gdzie a1, ...,an, b € Z, a szukane rozwiazania (X, Y) s3 liczbami catkowitymi.

Zauwazmy, ze dla n = 1 dostajemy réwnanie: a; X; = b. Takie réwnanie ma
rozwigzanie w liczbach catkowitych < a;|b i wowczas X = g.

Rozwazmy réwnanie 6X = 12; oczywiscie 6|12 oraz X = % =2.

Dla n = 2 dostajemy réwnanie postaci a; X1 + axXo = b. Kiedy takie réwnanie ma
rozwigzanie? Jesli zastosowaé rozumowanie powyzej, to mozna przyjaé, ze takie
réwnanie ma rozwiazanie, gdy a;|b i az|b. Zauwazmy jednak, ze np. réwnanie
4X +6Y = 10 ma rozwigzanie X =10i Y = —5, pomimo iz 4410 i 6 { 10.

Jaki zatem warunek musza spetniaé¢ wspétczynniki takiego réwnania, aby miato
ono rozwiazanie? Méwi nam o tym nastepujace twierdzenie:
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Réwnania diofantyczne

Réwnania diofantyczne stopnia pierwszego

Rozwiazanie réwnania diofantycznego

Twierdzenie

Réwnanie diofantyczne

ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy d
(Xo, Yo) jest pewnym rozwigzaniem tego réwnania, to wszystkie inne rozwiazania

maja postac:

aX +bY =c

X=X+ 2t
V= Yofst.

¢, gdzie d = NWD(a, b). Ponadto jesli
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Rozwiazanie réwnania diofantycznego

Twierdzenie

Réwnanie diofantyczne
aX +bY =c

ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy d|c, gdzie d = NWD(a, b). Ponadto jesli
(Xo, Yo) jest pewnym rozwigzaniem tego réwnania, to wszystkie inne rozwiazania
maja postac:

X=X+ 2t
V= Yofst.

Ogélnie: Réwnanie diofantyczne
a X1+ aXo+ --+a,X,=b

ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(ay, ..., a,) | b.
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Przyktad

2X+6Y =3, NWD(2,6) =2 i 2 {3 zatem réwnanie nie ma rozwiazania,

o
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Przyktad

2X+6Y =3, NWD(2,6) =2 i 2 {3 zatem réwnanie nie ma rozwiazania,
3X +5Y =11, NWD(3,5) = 1i 1|11, czyli réwnanie ma rozwiazanie.

o
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Réwnania diofantyczne | Réwnania diofantyczne stopnia pierwszego

Przyktad

2X+6Y =3, NWD(2,6) =2 i 2 {3 zatem réwnanie nie ma rozwiazania,

3X +5Y =11, NWD(3,5) = 1i 1|11, czyli réwnanie ma rozwiazanie.
Wiemy, ze istnieja liczby catkowite X, Y, ze NWD(3,5) =3X +5Y = 1.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa mamy:

13 / 25
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Réwnania diofantyczne | Réwnania diofantyczne stopnia pierwszego

Przyktad

2X+6Y =3, NWD(2,6) =2 i 2 {3 zatem réwnanie nie ma rozwiazania,

3X +5Y =11, NWD(3,5) = 1i 1|11, czyli réwnanie ma rozwiazanie.
Wiemy, ze istnieja liczby catkowite X, Y, ze NWD(3,5) =3X +5Y = 1.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa mamy:

5=3-1+42
3:2'1+|i|
2=1-240
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Przyktad

2X +6Y =3, NWD(2,6) =2 i 213 zatem réwnanie nie ma rozwiazania,
3X +5Y =11, NWD(3,5) = 1 i 1|11, czyli réwnanie ma rozwigzanie.
Wiemy, ze istnieja liczby catkowite X, Y, ze NWD(3,5) =3X +5Y = 1.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa mamy:

5=3-1+4+2
3:2'1+|i|
2=1-240

1=3-2.1=3-(5-3-1)=3-2+5-(1)[-11
11=3-22+5-(-11)
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Przyktad

2X +6Y =3, NWD(2,6) =2 i 213 zatem réwnanie nie ma rozwiazania,
3X +5Y =11, NWD(3,5) = 1 i 1|11, czyli réwnanie ma rozwigzanie.
Wiemy, ze istnieja liczby catkowite X, Y, ze NWD(3,5) =3X +5Y = 1.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa mamy:

5=3-1+4+2
3:2'1+|i|
2=1-240

1=3-2.1=3-(5-3-1)=3-2+5-(1)[-11
11=3-22+5-(-11)
Zatem Xp =22 Yo = —11.
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Przyktad

2X +6Y =3, NWD(2,6) =2 i 213 zatem réwnanie nie ma rozwiazania,
3X +5Y =11, NWD(3,5) = 1 i 1|11, czyli réwnanie ma rozwigzanie.
Wiemy, ze istnieja liczby catkowite X, Y, ze NWD(3,5) =3X +5Y = 1.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa mamy:

5=3-1+4+2
3:2'1+|i|
2=1-240

1=3-2-1=3-(5-3-1)=3-24+5-(-1)|-11
11=3-22+5-(-11)
Zatem Xy =22 i Yy = —11. Ostatecznie:

X=22+45t, teZ
Y=-11-3t, teZ
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Przyktad

Wiemy juz, ze

NWD(234,164) = 2 = (—7) - 234 + 10 - 164.
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Przyktad

Wiemy juz, ze

NWD(234,164) = 2 = (—7) - 234 + 10 - 164.

Zauwazmy, ze poszukiwanie liczb X i Y sprowadza sie do rozwigzania réwnania

diofantycznego

Beata tojan (KNM US)
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Przyktad

Wiemy juz, ze

NWD(234,164) = 2 = (—7) - 234 + 10 - 164.

Zauwazmy, ze poszukiwanie liczb X i Y sprowadza sie do rozwigzania réwnania

diofantycznego

234X +164Y = 2.

21 listopada 2011
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Przyktad
Wiemy juz, ze
NWD(234,164) =2 = (—7) - 234 + 10 - 164.

Zauwazmy, ze poszukiwanie liczb X i Y sprowadza sie do rozwigzania réwnania

diofantycznego
234X + 164Y = 2.

Zatem rozwigzaniem tego réwnania jest

X =-7+3.+—_7482-¢
Y =10-%*.t+=10-117-¢
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Réwnania diofantyczne = Réwnania diofantyczne stopnia drugiego — réwnanie Pitagorasa

Rownanie Pitagorasa

Z twierdzenia Pitagorasa wiemy, ze boki tréjkata prostokatnego spetniajg zaleznos¢

a®+ b% = 2.

Takie trojki liczb nazywamy tréjkami pitagorejskimi; jesli liczby a, b, ¢ nie maja
wspolnego dzielnika, to méwimy wtedy o tréjce pierwotnej.
(3,4,5) to na pewno najbardziej znana tréjka.
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Réwnania diofantyczne = Réwnania diofantyczne stopnia drugiego — réwnanie Pitagorasa

Przyktadowe trojki pitagorejskie

Rozwiazujac réwnanie:

dowiemy sie jakie inne tréojkaty, ktérych boki sg liczbami naturalnymi, mozemy

XP+v?*=2°

skonstruowaé. Kazde rozwiazanie (Xo, Yo, Zo) réwnania mozemy zapisa¢ w

postaci:
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Réwnania diofantyczne = Réwnania diofantyczne stopnia drugiego — réwnanie Pitagorasa

Przyktadowe trojki pitagorejskie

Rozwiazujac réwnanie:
XP+v?*=2°
dowiemy sie jakie inne tréojkaty, ktérych boki sg liczbami naturalnymi, mozemy

skonstruowaé. Kazde rozwiazanie (Xo, Yo, Zo) réwnania mozemy zapisa¢ w

postaci:

Xo = m? — n?

Yo =2mn
Zo = m? + n?,

gdzie m,n € IN s3 liczbami wzglednie pierwszymi (tzn.: NWD(m, n) = 1) oraz
jedna z nich jest liczba parzysta.
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Réwnania diofantyczne ~ Réwnania diofantyczne stopnia drugiego — réwnanie Pitagorasa

Przyktadowe trojki pitagorejskie

Rozwiazujac réwnanie:
X?+y?=2?
dowiemy sie jakie inne tréojkaty, ktérych boki sg liczbami naturalnymi, mozemy

skonstruowaé. Kazde rozwiazanie (Xo, Yo, Zo) réwnania mozemy zapisa¢ w

postaci:

Xo=m?—n®

Yo =2mn

Zy = m? + n?,
gdzie m,n € IN s3 liczbami wzglednie pierwszymi (tzn.: NWD(m, n) = 1) oraz
jedna z nich jest liczba parzysta.

m 2 3 5 5
n 1 2 1 2 3
X |35 |15|21]| 9
Y ||4|12| 8 | 20 | 40
VA 5113 | 17 | 29 | 41
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Réwnania diofantyczne | Réwnania wyzszych rzedéw — réwnanie Fermata

Réwnanie Fermata

Najbardziej znanym réwnaniem diofantycznym jest réwnanie Fermata:
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Réwnania diofantyczne | Réwnania wyzszych rzedéw — réwnanie Fermata

Réwnanie Fermata

Najbardziej znanym réwnaniem diofantycznym jest réwnanie Fermata:

X" Y= 2",
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Réwnania diofantyczne | Réwnania wyzszych rzedéw — réwnanie Fermata

Réwnanie Fermata

Najbardziej znanym réwnaniem diofantycznym jest réwnanie Fermata:

X" Y= 2",

Fermat w swoim egzamplarzu Arytmetyki Diofantosa na marginesie strony
z rozwigzaniem réwnania Pitagorasa napisat:

,Nie mozna podzieli¢ szescianu na dwa szesciany ani czwartej potegi na dwie czwarte
potegi, ani ogdlnie zadnej potegi wyzszej niz druga na dwie takie same potegi; znalaztem
zaprawde zadziwiajacy dowdd tego, lecz ten margines jest zbyt waski, by go zmiesci¢.”
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Réwnania diofantyczne

Réwnania wyzszych rzedéw — réwnanie Fermata

Wielkie twierdzenie Fermata

Twierdzenie (Wielkie twierdzenie Fermata)

Dla n > 3 réwnanie

XH+Yn_Zn

nie ma rozwiazania w liczbach naturalnych.
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Réwnania diofantyczne | Réwnania wyzszych rzedéw — réwnanie Fermata

Wielkie twierdzenie Fermata

Twierdzenie (Wielkie twierdzenie Fermata)

Dla n > 3 réwnanie
X"+Y"=2"

nie ma rozwiazania w liczbach naturalnych.

Historia zmagan ze znalezieniem dowodu WTF jest dtuga i obfitowata w wiele

pomytek znanych matematykéw. Dopiero po blisko 350 latach udato sie

udowodni¢ twierdzenie. W roku 1993 amerykanski matematyk Andrew Wiles na
wyktadzie w Instytucie Newtona Uniwersytetu w Cambridge ogtosit, ze udowodnit

WTEF. Jednak dopiero po dwéch latach, w roku 1995, po usunieciu luk w

dowodzie, ukazaty sie dwie prace naukowe Wilesa, zawierajace petny dowdd.
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Zastosowania | zadanie 1 — ile biletéw?

/astosowania

Zadanie

lle biletéw po 3zt i 5zt mozna kupi¢ za 149zt, jesli nalezy wyda¢ wszystkie mozliwe
pieniadze?

Beata tojan (KNM US) Réwnania diofantyczne 21 listopada 2011 19 / 25



Zastosowania | zadanie 1 — ile biletéw?

/astosowania

Zadanie

lle biletéw po 3zt i 5zt mozna kupi¢ za 149zt, jesli nalezy wyda¢ wszystkie mozliwe
pieniadze?

Rozwiazanie

Niech X bedzie liczba biletéw po 3zt, a Y liczba biletéw po 5zt. Wéwczas tres¢
naszego zadania mozemy opisa¢ réwnaniem:
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Zastosowania | zadanie 1 — ile biletéw?

/astosowania

Zadanie

lle biletéw po 3zt i 5zt mozna kupi¢ za 149zt, jesli nalezy wyda¢ wszystkie mozliwe
pieniadze?

Rozwiazanie

Niech X bedzie liczba biletéw po 3zt, a Y liczba biletéw po 5zt. Wéwczas tres¢
naszego zadania mozemy opisa¢ réwnaniem:

3X+5Y =149
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Zastosowania | zadanie 1 — ile biletéw?

/astosowania

Zadanie

lle biletéw po 3zt i 5zt mozna kupi¢ za 149zt, jesli nalezy wyda¢ wszystkie mozliwe
pieniadze?

Rozwiazanie

Niech X bedzie liczba biletéw po 3zt, a Y liczba biletéw po 5zt. Wéwczas tres¢
naszego zadania mozemy opisa¢ réwnaniem:

3X+5Y =149

Zauwazmy, ze NWD(5,3) = 1 oraz 1 | 149, zatem réwnanie to ma rozwigzanie.
Przejdzmy do wyznaczenia X i Y.
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Zastosowania | zadanie 1 — ile biletéw?

Rozwiazanie (cd)

Korzystajac z algorytmu Euklidesa dostajemy:

5=3-1+2 1=3-2-1

3=2-1+1 = 1=3-(5-3-1)
2=2-140 1=(-1)-5+2-3
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Zastosowania | zadanie 1 — ile biletéw?

Rozwiazanie (cd)

Korzystajac z algorytmu Euklidesa dostajemy:

5=3-1+2 1=3-2-1
3=2-1+1 = 1=3-(5-3-1)
2=2-140 1=(-1)-5+2-3

Przemné6zmy ostatnia réwnos¢ przez 149, woéwczas:

149 = (—149) -5+ 298 - 3
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Zastosowania | zadanie 1 — ile biletéw?

Rozwiazanie (cd)

Korzystajac z algorytmu Euklidesa dostajemy:

5=3-1+2 1=3-2-1
3=2-1+1 = 1=3-(5-3-1)
2=2-140 1=(-1)-5+2-3

Przemné6zmy ostatnia réwnos¢ przez 149, woéwczas:
149 = (—149) - 5+ 298 - 3

Zatem rozwigzaniem wyjsciowego réwnania jest para Xp = —149 i Yy = 298.
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Zastosowania | zadanie 1 — ile biletéw?

Rozwiazanie (cd)

Korzystajac z algorytmu Euklidesa dostajemy:

5=3-1+2 1=3-2-1
3=2-1+1 = 1=3-(5-3-1)
2=2-140 1=(-1)-5+2-3

Przemné6zmy ostatnia réwnos¢ przez 149, woéwczas:

149 = (—149) -5+ 298 - 3

Zatem rozwigzaniem wyjsciowego réwnania jest para Xp = —149 i Yy = 298.

Wszystkie rozwigzania s3 wiec postaci:

X =298+5-t
Y =-149-3-t
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Zastosowania | zadanie 1 — ile biletéw?

Rozwiazanie (cd)

Musimy odrzuci¢ rozwigzania ujemne, czyli dobra¢ takie t, aby X >0i Y > 0.
Mamy:
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Zastosowania | zadanie 1 — ile biletéw?

Rozwiazanie (cd)

Musimy odrzuci¢ rozwigzania ujemne, czyli dobra¢ takie t, aby X >0i Y > 0.
Mamy:
—59 < t < —50.
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Zastosowania | zadanie 1 — ile biletéw?

Rozwiazanie (cd)

Musimy odrzuci¢ rozwigzania ujemne, czyli dobra¢ takie t, aby X >0i Y > 0.
Mamy:

—59 < t < —50.

Zatem bilety mozna kupi¢ na 10 réznych sposobéw:
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Zastosowania | zadanie 1 — ile biletéw?

Rozwiazanie (cd)

Musimy odrzuci¢ rozwigzania ujemne, czyli dobra¢ takie t, aby X >0i Y > 0.

Mamy:
—59 < t < —h0.

Zatem bilety mozna kupi¢ na 10 réznych sposobéw:

t
X
Y
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Zastosowania | zadanie 1 — ile biletéw?

Rozwiazanie (cd)

Musimy odrzuci¢ rozwigzania ujemne, czyli dobra¢ takie t, aby X >0i Y > 0.

Mamy:
—59 < t < —h0.

Zatem bilety mozna kupi¢ na 10 réznych sposobéw:

-59

t
X 3
Y || 28
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Rozwiazanie (cd)

Musimy odrzuci¢ rozwigzania ujemne, czyli dobra¢ takie t, aby X >0i Y > 0.

Mamy:

Zastosowania | zadanie 1 — ile biletéw?

—59 < t < —50.

Zatem bilety mozna kupi¢ na 10 réznych sposobéw:

t || -59 | -58
X 3 8
Y || 28 | 25
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Rozwiazanie (cd)

Musimy odrzuci¢ rozwigzania ujemne, czyli dobra¢ takie t, aby X >0i Y > 0.

Mamy:

Zastosowania | zadanie 1 — ile biletéw?

—59 < t < —50.

Zatem bilety mozna kupi¢ na 10 réznych sposobéw:

t || -9 | -58 | -57
X 3 8 13
Y| 28 | 25 | 22
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Zastosowania | zadanie 1 — ile biletéw?

Rozwiazanie (cd)

Musimy odrzuci¢ rozwigzania ujemne, czyli dobra¢ takie t, aby X >0i Y > 0.
Mamy:

—59 < t < —50.

Zatem bilety mozna kupi¢ na 10 réznych sposobéw:

t || -9 | -58 | -57 | -56
X 3 8 13 | 18
Y| 28 | 256 | 22 | 19
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Rozwiazanie (cd)

Musimy odrzuci¢ rozwigzania ujemne, czyli dobra¢ takie t, aby X >0i Y > 0.

Mamy:

Zastosowania

zadanie 1 — ile biletéw?

—59 < t < —50.

Zatem bilety mozna kupi¢ na 10 réznych sposobéw:

t || -9 | -58 | -57 | -56 | -55
X 3 8 13 | 18 | 23
Y| 28 | 25 | 22 | 19 | 16
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Zastosowania | zadanie 1 — ile biletéw?

Rozwiazanie (cd)

Musimy odrzuci¢ rozwigzania ujemne, czyli dobra¢ takie t, aby X >0i Y > 0.
Mamy:

—59 < t < —50.

Zatem bilety mozna kupi¢ na 10 réznych sposobéw:

t || -9 | -58 | -57 | -56 | -55 | -54
X 3 8 13 | 18 | 23 | 28
Y || 28 | 25 | 22 | 19 | 16 | 13
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Rozwiazanie (cd)

Musimy odrzuci¢ rozwigzania ujemne, czyli dobra¢ takie t, aby X >0i Y > 0.

Mamy:

Zastosowania

—59 < t < —50.

zadanie 1 — ile biletéw?

Zatem bilety mozna kupi¢ na 10 réznych sposobéw:

t || -9 | -58 | -57 | -56 | -55 | -54 | -53
X 3 8 13 | 18 | 23 | 28 | 33
Y| 28 | 25| 22| 19 | 16 | 13 | 10
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Rozwiazanie (cd)

Musimy odrzuci¢ rozwigzania ujemne, czyli dobra¢ takie t, aby X >0i Y > 0.

Mamy:

Zastosowania

—59 < t < —50.

zadanie 1 — ile biletéw?

Zatem bilety mozna kupi¢ na 10 réznych sposobéw:

t || -9 | -58 | -57 | -56 | -55 | -54 | -3 | -52
X 3 8 13 | 18 | 23 | 28 | 33 | 38
Y| 28 | 25|22 |19 | 16 | 13 | 10 7

Beata tojan (KNM US)

Réwnania diofantyczne

21 listopada 2011

21 / 25



Rozwiazanie (cd)

Musimy odrzuci¢ rozwigzania ujemne, czyli dobra¢ takie t, aby X >0i Y > 0.

Mamy:

Zastosowania

—59 < t < —50.

zadanie 1 — ile biletéw?

Zatem bilety mozna kupi¢ na 10 réznych sposobéw:

t || -59 | -58 | -57 | -56 | -55 | -5b4 | -b3 | -52 | -51
X 3 8 13 | 18 | 23 | 28 | 33 | 38 | 43
Y| 28 | 25| 22 | 19 | 16 | 13 | 10 7 4
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Rozwiazanie (cd)

Musimy odrzuci¢ rozwigzania ujemne, czyli dobra¢ takie t, aby X >0i Y > 0.

Mamy:

Zastosowania

—59 < t < —50.

zadanie 1 — ile biletéw?

Zatem bilety mozna kupi¢ na 10 réznych sposobéw:

t || -9 | -58 | -57 | -56 | -55 | -54 | -b3 | -52 | -51 | -50
X 3 8 13 | 18 | 23 | 28 | 33 | 38 | 43 | 48
Y| 28 | 25| 22 | 19 | 16 | 13 | 10 7 4 1
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Zastosowania | zadanie 2 — uktad réwnan

Zadanie

Rozwiaza¢ uktad réwnan:

XY =720
NWD(X,Y) =4
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Zastosowania | zadanie 2 — uktad réwnan

Rozwiaza¢ uktad réwnan:

XY =720
NWD(X,Y) =4

Rozwiazanie

Zauwazmy, ze skoro NWD(X, Y) =4, to X = 4k i Y = 4/, gdzie NWD(k, /) = 1.
Podstawiajac do pierwszego réwnania dostejmy:
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Zastosowania | zadanie 2 — uktad réwnan

Rozwiaza¢ uktad réwnan:

XY =720
NWD(X,Y) =4

Rozwiazanie

Zauwazmy, ze skoro NWD(X, Y) =4, to X = 4k i Y = 4/, gdzie NWD(k, /) = 1.
Podstawiajac do pierwszego réwnania dostejmy:

4k -4/ =720

Beata tojan (KNM US) Réwnania diofantyczne 21 listopada 2011 22 / 25



Zastosowania | zadanie 2 — uktad réwnan

Rozwiaza¢ uktad réwnan:

XY =720
NWD(X,Y) =4

Rozwiazanie
Zauwazmy, ze skoro NWD(X, Y) =4, to X = 4k i Y = 4/, gdzie NWD(k, /) = 1.
Podstawiajac do pierwszego réwnania dostejmy:
4k - 4] =720
16- k-1 =720
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Zastosowania | zadanie 2 — uktad réwnan

Rozwiaza¢ uktad réwnan:

XY =720
NWD(X,Y) =4

Rozwiazanie

Zauwazmy, ze skoro NWD(X, Y) =4, to X = 4k i Y = 4/, gdzie NWD(k, /) = 1.
Podstawiajac do pierwszego réwnania dostejmy:

4k - 4] = 720
16-k-/ =720
k-l =45
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Zastosowania | zadanie 2 — uktad réwnan

Rozwiazanie (cd)

Poniewaz liczby k i | s3 wzglednie pierwsze, to

k| |
1] 45
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Zastosowania | zadanie 2 — uktad réwnan

Rozwiazanie (cd)

Poniewaz liczby k i | s3 wzglednie pierwsze, to

k| |
1] 45
3|15
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Zastosowania | zadanie 2 — uktad réwnan

Rozwiazanie (cd)
Poniewaz liczby k i | s3 wzglednie pierwsze, to

|
45
15

9

Cl1 W =X

Beata tojan (KNM US Réwnania diofantyczne 21 listopada 2011 23 / 25
) y



Zastosowania | zadanie 2 — uktad réwnan

Rozwiazanie (cd)

Poniewaz liczby k i | s3 wzglednie pierwsze, to

k| | X Y
1| 45 4 180
31|15 a zatem

5| 9

9| 5
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Zastosowania | zadanie 2 — uktad réwnan

Rozwiazanie (cd)

Poniewaz liczby k i | s3 wzglednie pierwsze, to

k| | X Y
1| 45 4 180
3|15 a zatem 20 36
5| 9

9| 5

21 listopada 2011 23 / 25
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Zastosowania | zadanie 2 — uktad réwnan

Rozwiazanie (cd)

Poniewaz liczby k i | s3 wzglednie pierwsze, to

k| |

1| 45

31|15 a zatem
5| 9

9| 5
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Beata tojan (KNM US) Réwnania diofantyczne



Zastosowania | zadanie 2 — uktad réwnan

Rozwiazanie (cd)

Poniewaz liczby k i | s3 wzglednie pierwsze, to

k| |

1| 45

3|15 a zatem 20
5| 9 36
9| 5 180

Odpowiedz: Szukane pary liczb to (4,180), (20,36), (36,20), (180, 4).
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Zastosowania  zadanie 3 — ile lat zy}t Diofantos?

Rozwiazanie

Tres¢ zagadki mozem zapisaé:

% zycia zajeta mu mtodos¢
potem po % zycia wyrosta mu broda
nastepnie po % zycia ozenit sie,
po 5 latach urodzit mu sie syn,
syn zyt potowe krécej od ojca,
ojciec zmart 4 lata po synu.
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Zastosowania  zadanie 3 — ile lat zy}t Diofantos?

Rozwiazanie

Tres¢ zagadki mozem zapisaé:

% zycia zajeta mu mtodos¢
potem po % zycia wyrosta mu broda
nastepnie po % zycia ozenit sie,
po 5 latach urodzit mu sie syn,
syn zyt potowe krécej od ojca,
ojciec zmart 4 lata po synu.

Oznaczmy wiek Diofantosa przez X. Wystarczy zatem rozwiazan réwnanie:
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Zastosowania  zadanie 3 — ile lat zy}t Diofantos?

Rozwiazanie

Tres¢ zagadki mozem zapisaé:

% zycia zajeta mu mtodos¢
potem po % zycia wyrosta mu broda
nastepnie po % zycia ozenit sie,
po 5 latach urodzit mu sie syn,
syn zyt potowe krécej od ojca,
ojciec zmart 4 lata po synu.

Oznaczmy wiek Diofantosa przez X. Wystarczy zatem rozwiazan réwnanie:

1, 1
ZX +

1 1
eX+ X F X5+ X +4=X
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Zastosowania  zadanie 3 — ile lat zy}t Diofantos?

Rozwiazanie

Tres¢ zagadki mozem zapisaé:

% zycia zajeta mu mtodos¢
potem po % zycia wyrosta mu broda
nastepnie po % zycia ozenit sie,
po 5 latach urodzit mu sie syn,
syn zyt potowe krécej od ojca,
ojciec zmart 4 lata po synu.

Oznaczmy wiek Diofantosa przez X. Wystarczy zatem rozwiazan réwnanie:

1, 1
ZX +

1 1
eX+ X F X5+ X +4=X

Po przeksztatceniach dostejemy X = 84. Zatem Diofantos zyt 84 lata.
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Warszawa 1965.
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