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1. Algorytm Euklidesa

Definicja 1.1. Niech a,b € Zib # 0. Méwimy, ze a jest podzielne z resztq przez b
jesli istnieja takie liczby q € Zir € NU{0}, Ze a =bq+roraz O < r < |[b|]. M6éwimy,
ze a jest podzielne przez b jesli istnieje taka liczba catkowita a, ze a = bq (czyli
reszta z dzielenia r = 0). Wtedy b nazywamy dzielnikiem liczby a.

Definicja 1.2. Niech a,b € Z oraz a # 0 lub b # 0. Liczby a i b nazywamy
wzglednie pierwszymi jesli NWD(a, b) = 1.

Twierdzenie 1.1. Niech a,b € IN. Wtedy ab = NWD(a, b) - NWW (a, b).
Twierdzenie 1.2. Niecha,b € Z oraz a # 0 i b # 0. Wowczas:

a=bq+r1=NWD(a,b) = NWD(b, 7).

Konstrukcja 1.1 (Algorytm Euklidesa). Zalézmy, ze a,b € IN oraz a > b. Dzielgc
z reszta a przez b otrzymujemy

a:bq1+rl, gdZiCOng < |b|:b

Jesli r; = 0, to NWD(a,b) = b, natomiast jesli r; > O, to dzielimy z resztg b
przez r;. Wtedy
b =71qz + T2, gdzie O < 12 < T2.

Woéwczas jesli 1o = 0, to NWD(a,b) = NWD(b, ;) =11, a jesli ro > O, to postepu-
jemy jak poprzednio, czyli dzielimy z reszta r; przez ro. Dostajemy

T] =To(q3 + T3, gdzie O0<r3<rg.

Jesli r3 = 0, to NWD(a,b) = NWD(b, 1) = NWD(r1,T2) = To. Jesli r3 > 0, to po-
stepujemy jak poprzednio.

To postepowanie musi si¢ skoniczy¢, bo 0 <, < --- < 13 < 19 < 171, czyli istnieje
takie n € IN, ze

a =bq;+r11, o0<r1<b

b =r1q2 + 1o, O<re<mn

Ty =Ta(gs3 + T3, 0<r3<ry
Th—2 =Tn—-1(n + T, 0 < Th < Tn-1

™-1 =Tn+(qni1+0

Ostatecznie dostajemy, ze

NWD(a,b) = NWD(b,r;) = NWD(r;,7m9) = NWD(19,13) = - =
=NWD(rp,,™h—1) = NWD(r_1,Th) = Th.

Przyktad 1.1. Wyznaczymy NWD(26, 10).

26=10-2+6

10=6-1+4
6:4~1+£|
4=2-2+0

Zatem NWD(26, 10) = 2.

Twierdzenie 1.3. Niech a,b € Z oraz a # 0 i b # 0. Wtedy istniejq takie liczby
catkowite x, y, ze
NWD(a, b) = ax + by.

Najwigkszym wspdélnym
dzielnikiem liczb  catko-
witych a i b nazywamy
liczbe naturalng d, ktéra
jest wspdlnym dzielnikiem
liczb a i b oraz kazdy inny
wspélny dzielnik liczb a i b
dzieli d.

Najmniejsza wspdlng wielo-
krotnoscia liczb catkowitych
a i b nazywamy najmniej-
sz3 liczbe naturalng w, kté-
rej dzielnikami sa liczby a
i b, przy czym jedli istnie-
je jakas inna liczba w' o
tych wtasnosciach, to liczba
W jest jej dzielnikiem.

Algorytm Euklidesa — al-
gorytm obliczania najwiek-
szego wspdlnego dzielnika
dwéch liczb catkowitych.
Jest to jeden z najstar-
szych algorytméw — zo-
stat opisany przez Euklide-
sa ok. roku 300 p.n.e. Opie-
ra sie on na spostrzezeniu,
ze jeSli od wiekszej licz-
by odejmiesz mniejsza, to
mniejsza liczba i otrzyma-
na réznica beda miaty ta-
ki sam najwiekszy wspdlny
dzielnik jak pierwotne licz-
by. Jesli w wyniku kolejne-
go odejmowania otrzymasz
pare réwnych liczb, oznacza
to, ze znalaztes NWD. Moz-
na réwniez zamiast odej-
mowacé braé reszty z dzie-
lenia wigkszej liczby przez
mniejszg — gdy reszta doj-
dzie do zera, to konczymy,
a NWD jest réwne przed-
ostatniej reszcie.
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Uwaga 1.1. Z algorytmu Euklidesa wynika metoda wyznaczania x,y € Z. Istot-
nie, dla a,b € N, a > b mamy:

a qul +T'1,

b =r11q2 + 712,

T1 =Ta2q3 + T3,
Th—2 =Tn-1qn +Tn,

Th-1 =Tn+qni1+0
Mamy:
1 =a—bqr =a+b(—q1)
Tg=b—T1qa =b—(a+b—q1)q2 = a(—qz2) +b(1 +q192)
T3 =T1 —Taqs = abqy — (aqz2 — b(1 + q192))qs =
= a(l —q293) +b(—q1 — 93 — q19293).
Postepujac tak dalej mamy r,, = O oraz
a(cos zalezenego od q1, ..., qn) + b(cos zaleznego od q;,...,qn) = ax+ by
Przyktad 1.2. Pokazemy na przyktadzie jak wyznaczy¢ liczby XiY. Niech a = 234
i b = 164. Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczymy NWD(234, 164):
234=164-1+4+70
164=70-2+24
70=24-2+422
24=22-1+2
22=2-1140
Mamy zatem, ze NWD(234, 164) = 2, a ,odwracajac" algorytm Euklides do-
stajemy:
2=24-22-1=24—-(70—-24-2)=24—-70-1+24-2 =
=24-3—-70-1=3(164-1-70-2)—70-1=3-164—-6-70—1-70 =
=3-164—-7-234+7-164=(-7)-234+10- 164
Zatem 2 = (—7)-234+ 10164, czyli X =-7, Y = 10.

2. Rownania diofantyczne

Réwnaniem diofantycznym nazywamy kazde rownanie, ktérego rozwigzan szu-
kamy w zbiorze liczb catkowitych lub naturalnych. Zajmiemy si¢ najprostszymi
z nich, czyli réwnaniami liniowymi. Nazwa tego typu rownan pochodzi od grec-
kiego matematyka Diofantosa (III w.n.e.).

Ile lat zyl Diofantos?
W XIV wieku grecki mnich Maksymus Planudes umiescit w swojej antologii wiersz ,,Epitafium
Diofanta”. Jego tres¢ jest jednoczesnie zadaniem tekstowym:

Pod tym nagrobkiem spoczywa Diofant — a dzieki przedziwnej
Sztuce zmartego i wiek zdradzi ci ten gtaz:
Chtopcem przez szésta czes¢ zycia pozostaé bég mu pozwolit,
Lica pokwitty mu zas, kiedy dwunasta znéw czesé
Zycia mineta; a znowu zywota gdy przebyt czeé¢ siédma,
Mtoda matzonke w dom dobry wprowadzit mu bdg,
Ktdra, gdy piec lat mineto, matego powita mu synka,

Ale okrutny chciat los, ze kiedy syn ledwie wiek
Ojca w potowie osiagnat, ponury zabrat go Hades.
Kojac ogromny swéj bdl, szukat Diofant wsréd liczb
Jeszcze przez cztery lata pociechy, az rozstat sie z zZyciem.
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2.1. Rownania diofantyczne stopnia pierwszego

Definicja 2.1. Réwnaniem diofantycznym stopnia pierwszego nazywamy row-
nanie liniowe postaci

a1 Xy +agXg + -+ apXy =0,

n
Inaczej: Z aiXy=Db

i=1
gdzie ai,...,an, b € Z, a szukane rozwigzania (X, Y) sa liczbami catkowitymi.

Zauwazmy, ze dlan = 1 dostajemy rownanie: a; X; = b. Takie rownanie ma roz-
wigzanie w liczbach calkowitych wtedy i tylko wtedy, gdy a;|b i wowczas X = %.
Rozwazmy rownanie 6X = 12; Oczywiscie 612 oraz X = 42 = 2.

Dla n = 2 dostajemy réwnanie postaci a;X; + aaXs = b. Kiedy takie rownanie
ma rozwigzanie? Jesli zastosowa¢ rozumowanie powyzej, to mozna przyjac, ze
takie rownanie ma rozwigzanie, gdy a;|b i az|b. Zauwazmy jednak, ze np. row-
nanie 4X + 6Y = 10 ma rozwigzanie X = 101 Y = —5, pomimo iz 4+t 10i 61 10.

Jaki zatem warunek muszg spelnia¢ wspoétczynniki takiego rownania, aby
mialo ono rozwigzanie? Mowi nam o tym nastepujgce twierdzenie:

Twierdzenie 2.1. Réwnanie diofantyczne aX + bY = ¢ ma rozwigzanie wtedy
i tylko wtedy, gdy dlc, gdzie d = NWD(a, b). Ponadto jesli (Xo, Yo) jest pewnym
rozwiqzaniem tego réwnania, to wszystkie inne rozwiqzania majqg postac:

X =Xo + 2t,
Y:YO_%t.

Uwaga 2.1. Ogélnie: Réwnanie diofantyczne a;X; + agXg + -+ + apn Xy = b ma
rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(a;,...,an) | b.
Przyktad 2.1.

(@) 2X+6Y =3, NWD(2,6) =2 i 2 1 3 zatem réwnanie nie ma rozwigzania,

(b) 3X+5Y=11, NWD(3,5) =11 1|11, czyli rownanie ma rozwigzanie.
Wiemy, ze istnieja liczby catkowite X, Y, ze NWD(3, 5) = 3X+5Y = 1. Korzy-
stajac z algorytmu Euklidesa mamy:

5=38-1+2
3:2'1+|i|
2=1-2+0

1=3-2-1=3-(5-3-1)=3-2+5-(-1)]-11
11=3-22+5-(—-11)
Zatem Xo = 221 Yo = —11. Ostatecznie:

X=22+5t, teZ

Y=—-11-3t, te€Z
Przyktad 2.2. Wiemy juz, ze NWD(234,164) = 2 = (—7) - 234 + 10 - 164. Za-
uwazmy, ze poszukiwanie liczb X i Y sprowadza si¢ do rozwigzania rownania
diofantycznego 234X + 164Y = 2. Zatem rozwigzaniem tego réwnania jest

X =748 t=-7+82-1t
Y =10—-22.t=10—-117-t



Historia zmagan ze znale-
zieniem dowodu WTF jest
dtuga i obfitowata w wiele
pomytek znanych matema-
tykéw. W roku 1993 amery-
kanski matematyk Andrew
Wiles na wyktadzie w In-
stytucie Newtona Uniwersy-
tetu w Cambridge ogtosit,
ze udowodnit WTF. Jednak
dopiero po dwdch latach,
w roku 1995, po usunieciu
luk w dowodzie, ukazaty sie
dwie prace naukowe Wilesa,
zawierajace petny dowdd.
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2.2. Rownania drugiego stopnia — Rownanie Pitagorasa
Z twierdzenia Pitagorasa wiemy, ze boki trojkata prostokatnego spetniaja za-
leznoscé
a®+b* =%
Takie trojki liczb nazywamy tréjkami pitagorejskimi; jesli liczby a, b, ¢ nie majg
wspolnego dzielnika, to méwimy wtedy o trojce pierwotnej.
Najbardziej chyba znang tréjka jest (3,4,5). Rozwigzujac rownanie:
X*+Y? =72

otrzymamy odpowiedz na pytanie: jakie inne tréjkaty, ktorych boki sg liczbami
naturalnymi, mozemy jeszcze skonstruowac.
Kazde rozwigzanie (Xo, Yo, Zo) tego rownania mozemy zapisa¢ w postaci:

X():m2—112

Yo =2mn
Lo = m2 +n2,

gdzie m,n € N sa liczbami wzglednie pierwszymi (tzn.: NWD(m,n) = 1) oraz
jedna z nich jest liczbg parzysta.

mi| 2| 3 4 5 5
nil| 2 1 2 3
X3 5|15|21| 9
YI|4]12| 8 |20 | 40
Z||5]13 |17 |29 | 41

2.3. Rownania wyzszych rzedow — Rownanie Fermata
Najbardziej znanym réwnaniem diofantycznym jest réwnanie Fermata
X4yt =z"

Fermat w swoim egzamplarzu Arytmetyki Diofantosa na marginesie strony
z rozwigzaniem rownania Pitagorasa napisat:

»Nie mozna podzieli¢ szescianu na dwa szesciany ani czwartej potegi na dwie
czwarte potegi, ani ogdlnie zadnej potegi wyzszej niz druga na dwie takie same
potegi; znalaztem zaprawde zadziwiajqcy dowdd tego, lecz ten margines jest
zbyt waqski, by go zmiescié.”

Twierdzenie 2.2 (Wielkie twierdzenie Fermata). Dlan > 3 réwnanie
X"y =zn

nie ma rozwiqzania w liczbach naturalnych.

3. Zastosowania
Zadanie 3.1. Ile biletéw po 3zt i 5zt mozna kupié za 149z1, jesli nalezy wydaé
wszystkie mozliwe pienigdze?

Rozwigzanie. Niech X bedzie liczbg biletow po 3z1, a Y liczba biletow po 5zi.
Woéwczas tres¢ naszego zadania mozemy opisa¢ rownaniem:

3X+5Y =149

Zauwazmy, ze NWD(5,3) = 1 oraz 1 | 149, zatem réwnanie to ma rozwigzanie.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa dostajemy:
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5=3-1+2 1=3-2-1
3=2-1+1, = 1=3-(5-3-1)
2=2.1+40 1=(—1)-5+2-3

Przemno6zmy ostatnig rownosc przez 149, wowczas:

149 = (—149) -5+298 -3
Zatem rozwigzaniem wyjsciowego rownania jest para Xo = —149 i Yo = 298.
Wszystkie rozwigzania sg wiec postaci:
X =298+5-t
Y =-149-3-t

Musimy odrzucic¢ rozwigzania ujemne, czyli dobrac¢ takie t, aby X >0iY > 0.
Mamy:
—59 <t < -50.
Zatem bilety mozna kupi¢ na 10 réznych sposobow:
-58 | -57 | -56 | -b5 | -b4 | -53 | -52 | -51 | -50

18 | 23 | 28 | 33 | 38 | 43 | 48
13 | 10 7 4

t || -59
X 3 8 13
Y| 28 | 25| 22 | 19 | 16

Zadanie 3.2. Ile lat zyt Diofantos?
Rozwiqzanie. Tres¢ zagadki mozem zapisac:
& zycia zajeta mu mtodosc
potem po 75 Zycia wyrosta mu broda
nastepnie po 1 Zycia ozenit sie,
po 5 latach urodzit mu si¢ syn,
syn zyl potowe krocej od ojca,
ojciec zmart 4 lata po synu.

Oznaczmy wiek Diofantosa przez X. Wystarczy zatem rozwigzac¢ rownanie:
1 1 1 1
- _ - - 4 —
6X+12X+7X+5+2X+ X

Po przeksztalceniach dostejemy X = 84. Zatem Diofantos zyt 84 lata.

Zadanie 3.3. Rozwigza¢ uklad réwnarn:
XY =720
NWD(X,Y) =4

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze skoro NWD(X,Y) = 4, to X = 4k i Y = 41, gdzie
NWD(k, 1) = 1. Podstawiajac do pierwszego réwnania dostejmy:

4k - 41 =720
16-k-1=720
k-1=45

Poniewaz liczby k i | sg wzglednie pierwsze, to

k| 1

1|45

31|15 azatem 20 36
5| 9 36 20
9| b 180 4

Odpowiedz: Szukane pary liczb to (4, 180), (20, 36), (36, 20).
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4. Zadania

Zadanie 4.1. Rozwigz rownania diofantyczne:
(@) 112X+ 129Y =2;
(ii) 13X +29Y =31;
(iii) 2X+8Y +112Z2=09;
(iv) 10X+ 119Y + 161Z = 83;

Zadanie 4.2. Rozwigz uklady rownan:

(@) (iii)

NWD(X,Y) =15 X+Y =180
NWW (X,Y) =420 NWD(X,Y) =30
(ii) .
{ X _ 1 (iv)
Yy — X+Y =667
NWD(X,Y) =45 { NWW(XY)  _ 90
NWD(X,Y)

Zadanie 4.3. Do przewozu zboza sg do dyspozycji worki szesédziesieciokilo-
gramowe i osiemdziesieciokilogramowe. Ile potrzeba poszczegolnych workow do
przewozu 440 kg zboza (zakladamy, Ze worki muszg by¢ peine)?

Zadanie 4.4 (Olimpiada matematyczna). Fabryka wysyla towar w paczkach po
3 kg i po 5 kg. Wykaza¢, ze mozna w ten sposob wysla¢ kazda catkowita ilos¢
kilogramow wieksza niz 7.

Zadanie 4.5 (Olimpiada matematyczna). W czasie pierwszej wojny Swiatowej
toczyta sie bitwa w poblizu pewnego zamku. Jeden z pociskoéw rozbit stojaca
u wejscia do zamku statue rycerza z pika w reku. Stalo si¢ to ostatniego dnia
miesigca. [loczyn daty dnia, numeru miesigca, wyrazonej w stopach diugosci
piki, potowy wyrazonego w latach wieku dowo6dcy baterii strzelajacej do zamku
oraz potowy wyrazonego w latach czasu, jaki stala statua, rowna si¢ 451066.
W ktoérym roku postawiono statue?

Zadanie 4.6. Smok ma 2000 gléw. Rycerz moze Scigé jednym cieciem 33 glowy
lub 21 giéw, lub 17 giéw lub 1 glowe. Smokowi odrasta natychmiast odpowiednio
48 giow lub O gtow, lub 14 gtow lub 349 gléw. Smok zostanie zabity, gdy wszyst-
kie glowy beda Sciete. Czy istnieje taka strategia walki rycerza ze smokiem, aby
smok zgingl?
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