Koéteczko z funkcji

1. Dana jest funkcja f : (0,1) — R taka, ze f (%) = (—1)"dlan =1,2,.... Wykazaé, ze
nie istnieja takie funkcje rosngce g : (0,1) = R, h:(0,1) - R, ze f =g — h.

2. Dana jest taka funkcja f : R — R, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwe sg
rOWNOosci:
flz) = f(22) = f(1 — =)

Udowodni¢, ze funkcja f jest okresowa.

3. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : Q — Q takie, ze dla dowolnych liczb wymiernych =z,
y prawdziwa jest rOwnosc:

f@® +y) =af(x) + f(y).
4. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R takie, ze dla dowolnych z, y prawdziwa jest
rOWNos¢:
fUf(@) —y) = fla)+ f(f(y) = f(=2)) + =

5. Funkcja f(z,y, z) trzech zmiennych rzeczywistych spetnia dla dowolnych liczb rzeczy-
wistych a, b, ¢, d, e r6wnos¢:

f(a,b,¢)+ f(b,c,d) + f(c,d,e) + f(d,e,a) + f(e,a,b) =a+b+c+d+e.

Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych xq, xs, ..., x, (n > 5) prawdziwa jest réw-
nosé:
fxy, o, w3) + f(x2, w3, 24) + ... + [T, 1, 22) = 21 + T2 + ... + ).

6. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje monotoniczne f : R — R, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych x, y prawdziwa jest réwnosé:

f(f(@)—y)+ fx+y) =0,

7. Wyznaczy¢ wszystkie takie pary funkcji f : R — R, g : R — R, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych x, y prawdziwa jest réwnosé:

f(@)f(y) = g(x)g(y) + g(z) + g(y).

8. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f : R — R, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych
x, y prawdziwa jest réwnosc:

fla+ flz+y) = flx—y) + fz)

9. Wyznaczy¢ wszystkie takie pary funkcji f : R — R, g : R — R, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych x, y prawdziwa jest réwnosé:

g(f(z) —y) = flg(y)) + =

10. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R takie, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych
x, y prawdziwa jest réwnosc:

yf(2z) — 2 f (2y) = Swy(z” — 7).
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11. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R takie, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych
x, y prawdziwa jest ré6wnosc:

F(f(2) +y) = f(z* —y) + 4f (2)y.

12. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R, takie, ze dla dowolnych dodatnich liczb
rzeczywistych x, y prawdziwa jest réwnosé:

fla+y) + fl@—y) =2f(2) + 29"
13. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R\ {0} — R takie, ze dla dowolnych liczb rzeczy-

wistych x, y, z réznych od zera i x + y + z # 0 prawidziwa jest réwnosc:

f@) =af (5) oram fa)+ fo) + F) =1+ Slaty+2).

14. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R takie, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych
x, y prawdziwa jest rOwnos¢:

af(z +xy) = af () + f(2) f(y).

15. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R takie, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych
x, y prawdziwa jest réGwnos¢:

f2x +y) + f(2y + ) = 52* + 8xy + 5f(y).

Bonus. Udowodni¢, ze jesli a,b,c € R, oraz ab + bc + ca < 3abc, to prawdziwa jest
nierOwnos¢:
a? + b2 b + 2 A+ a?
+ +
a+b b+ c c+a

+3<\/§<\/a+b+\/b+c+\/c+a).



