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W referacie korzystamy z pojecia pochodnej funkcji. W telegraficznym skro-
cie, warto$¢ pochodnej funkcji f w punkcie g wyznacza nam wspolczynnik
kierunkowy prostej stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (xo, f(z0)).
Intuicyjnie, wysoka wartos¢ pochodnej w danym punkcie méwi nam, ze
funkcja w otoczeniu tego punktu ’szybko rosnie’. Analogicznie, mala war-
tos¢ (tj. liczba ujemna) mowi nam, ze funkcja w otoczeniu punktu ’szybko
maleje’. Jezeli funkcja przyjmuje w punkcie z¢ swoje maksimum lub mini-
mum (w skrocie - ekstremum) lokalne - co na wykresie jest widoczne przez
charakterystyczne 'pagorki’ i 'dotki’ - to f/(x¢) = 0.
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Twierdzenie 0.1 (Rolle’a). Niech f : [a,b] — R bedzie funkcjg ciggltq w
[a,b] i rézniczkowalng w (a,b). Wowczas jesli f(a) = f(b), to istnieje taki
punkt £ € (a,b), ze f'(§) = 0.

Interpretacja geometryczna twierdzenia Rolle’a moéwi tyle, ze jesli funk-
cja przyjmuje te same wartosci na dwoch kraricach przedziatu, to gdzies
pomiedzy nimi musi znajdowaé¢ sie wzmiankowany powyzej 'pagérek’ lub
"dotek’.

Twierdzenie 0.2 (Cauchy’ego). Niech f,g : [a,b] — R bedq funkcjami
cigglymi w [a,b] i rézniczkowalnymi w (a,b). Wowczas istnieje taki punkt

§ € (a,b), ze f'(§)[g(b) —g(a)] = g'(E)[f(b) — f(a)].



0.1 Przyktlady

Twierdzenie 0.3 (Lagrange’a). Niech f : [a,b] — R bedzie funkcjq ciggtq

w [a,b] i rézniczkowalng w (a,b). Wowczas istnieje taki punkt & € (a,b), ze
1eey — fb)—=f(a)
(&) = ===

Interpretacja geometryczna twierdzenia Lagrange’a méwi tyle, ze dla

kazdej siecznej wykresu funkcji f istnieje styczna do wykresu funkcji f,
réwnolegta do tej siecznej.

0.1 Przyklady

1. Dane sa dwie funkcje f, g : [a,b] — R ciagle na [a, b] i r6zniczkowalne
na (a,b) takie, ze f(a) = g(a), f(b) = g(b). Wykaz, ze istnieje taki



0.1 Przyktlady

punkt ¢ € (a,b), ze f'(c) = ¢’(c). Twierdzenie to nosi nazwe twierdze-
nia o koniach wyscigowych i jego intuicyjna interpretacja méwi tyle,
ze jesli dwa konie jednoczesnie rozpoczynaja wys$cig i jednoczesnie
przebiegaja linie mety, to musiala by¢ taka chwila, kiedy oba konie
biegly z ta sama predkoscia.

Wskazowka rozwigzania: Zastosowaé twierdzenie Rolle’a do funkcji
h=f-g

2. Dany jest wielomian n + 1-tego stopnia W(z), majacy n + 1 rdz-
nych pierwiastkéw rzeczywistych. Wykazaé, ze jego m-ta pochodna
ma pierwiastek rzeczywisty. Wskazowka rozwigzania: Zastosowaé n
razy twierdzenie Rolle’a do wielomianu na przedziatach pomiedzy ko-
lejnymi pierwiastkami i powtdrzyé procedure n razy.

3. Udowodnié¢ nieréwnosci:
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Udowodnimy nieréwnosé pierwsza, reszta idzie z grubsza podobnie.
Poniewaz 0 < x < y(mozemy przyja¢ x < y, dla x = y wszedzie sa
zera 1 rOwnosé jest oczywista), mozemy podzieli¢ przez odpowiednig
roznice i zastosowaé twierdzenie Lagrange’a do funkcji

fl@) =a", f'(x) =na"""



0.2 Zadanie dla ambitnych
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0.2 Zadanie dla ambitnych

Niech f:[0,1] — R bedzie funkcja klasy C;(tj. ma pierwsza pochodna i ta

pochodna jest funkcja ciagla) taka, ze f(0) = f(1) = 0 oraz f(a) = /3 dla

pewnego a € (0,1). Udowodnij, ze istnieja dwie proste styczne do wykresu

funkcji f, tworzace trojkat rownoboczny z odpowiednim odcinkiem osi OX.
Rozwiazanie: Z twierdzenia Lagrange’a
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EIdE(a,l)fl(d) = 1—a = 1—a

Skoro f przyjmuje wartosci wieksze od v/3 i mniejsze od —v/3, a jest funkcja
ciagla, to w szczegblnosci musi tez przyjaé wszystkie wartosci pomiedzy

nimi, czyli w szczegoélnosci f'(e) = /3 oraz f'(g) = —+/3 dla pewnych
e,g € (0,1). Zatem istnieja dwie styczne do wykresu funkcji f, przecinajace
s 21

0§ OX pod katem odpowiednio % oraz =, zatem tworza one wraz z osig
OX trojkat rownoboczny.



