
[Twierdzenia o warto±ci ±redniej]
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W referacie korzystamy z poj¦cia pochodnej funkcji. W telegra�cznym skró-
cie, warto±¢ pochodnej funkcji f w punkcie x0 wyznacza nam wspóªczynnik
kierunkowy prostej stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (x0, f(x0)).
Intuicyjnie, wysoka warto±¢ pochodnej w danym punkcie mówi nam, »e
funkcja w otoczeniu tego punktu 'szybko ro±nie'. Analogicznie, maªa war-
to±¢ (tj. liczba ujemna) mówi nam, »e funkcja w otoczeniu punktu 'szybko
maleje'. Je»eli funkcja przyjmuje w punkcie x0 swoje maksimum lub mini-
mum (w skrócie - ekstremum) lokalne - co na wykresie jest widoczne przez
charakterystyczne 'pagórki' i 'doªki' - to f ′(x0) = 0.

Twierdzenie 0.1 (Rolle'a). Niech f : [a, b] → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ w

[a, b] i ró»niczkowaln¡ w (a, b). Wówczas je±li f(a) = f(b), to istnieje taki

punkt ξ ∈ (a, b), »e f ′(ξ) = 0.

Interpretacja geometryczna twierdzenia Rolle'a mówi tyle, »e je±li funk-
cja przyjmuje te same warto±ci na dwóch kra«cach przedziaªu, to gdzie±
pomi¦dzy nimi musi znajdowa¢ si¦ wzmiankowany powy»ej 'pagórek' lub
'doªek'.

Twierdzenie 0.2 (Cauchy'ego). Niech f, g : [a, b] → R b¦d¡ funkcjami

ci¡gªymi w [a, b] i ró»niczkowalnymi w (a, b). Wówczas istnieje taki punkt

ξ ∈ (a, b), »e f ′(ξ)[g(b)− g(a)] = g′(ξ)[f(b)− f(a)].

1



0.1 Przykªady

Twierdzenie 0.3 (Lagrange'a). Niech f : [a, b]→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡

w [a, b] i ró»niczkowaln¡ w (a, b). Wówczas istnieje taki punkt ξ ∈ (a, b), »e
f ′(ξ) = f(b)−f(a)

b−a .

Interpretacja geometryczna twierdzenia Lagrange'a mówi tyle, »e dla
ka»dej siecznej wykresu funkcji f istnieje styczna do wykresu funkcji f ,
równolegªa do tej siecznej.

0.1 Przykªady

1. Dane s¡ dwie funkcje f, g : [a, b]→ R ci¡gªe na [a, b] i ró»niczkowalne
na (a, b) takie, »e f(a) = g(a), f(b) = g(b). Wyka», »e istnieje taki
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0.1 Przykªady

punkt c ∈ (a, b), »e f ′(c) = g′(c). Twierdzenie to nosi nazw¦ twierdze-

nia o koniach wy±cigowych i jego intuicyjna interpretacja mówi tyle,
»e je±li dwa konie jednocze±nie rozpoczynaj¡ wy±cig i jednocze±nie
przebiegaj¡ lini¦ mety, to musiaªa by¢ taka chwila, kiedy oba konie
biegªy z t¡ sam¡ pr¦dko±ci¡.
Wskazówka rozwi¡zania: Zastosowa¢ twierdzenie Rolle'a do funkcji

h = f − g

2. Dany jest wielomian n + 1-tego stopnia W (x), maj¡cy n + 1 ró»-
nych pierwiastków rzeczywistych. Wykaza¢, »e jego n-ta pochodna
ma pierwiastek rzeczywisty. Wskazówka rozwi¡zania: Zastosowa¢ n
razy twierdzenie Rolle'a do wielomianu na przedziaªach pomi¦dzy ko-

lejnymi pierwiastkami i powtórzy¢ procedur¦ n razy.

3. Udowodni¢ nierówno±ci:

•

(x− y)n(xn−1) ≤ xn − yn ≤ (x− y)n(yn−1), 0 ≤ x ≤ y, n > 1

•
a− b
a
≤ lna

b
≤ a− b

b
, a > b > 0

•
x

x+ 1
≤ ln(1 + x) ≤ x, x ∈ (−1,∞)

•
x− y√
x
≤ 2(
√
x−√y) ≤ x− y

√
y
, x > y > 0

•
ex > ex, x > 1

•
ex > 1 + x, x ∈ R

•
| cosn x− cosn y| ≤ n|x− y|, x, y ∈ R, n > 0

Udowodnimy nierówno±¢ pierwsz¡, reszta idzie z grubsza podobnie.
Poniewa» 0 ≤ x ≤ y(mo»emy przyj¡¢ x < y, dla x = y wsz¦dzie s¡
zera i równo±¢ jest oczywista), mo»emy podzieli¢ przez odpowiedni¡
ró»nic¦ i zastosowa¢ twierdzenie Lagrange'a do funkcji

f(x) = xn, f ′(x) = nxn−1
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0.2 Zadanie dla ambitnych

Otrzymujemy
xn − yn

x− y
= ncn−1, c ∈ (x, y),

sk¡d po odpowiednim oszacowaniu c uzyskujemy »¡dane nierówno±ci.

0.2 Zadanie dla ambitnych

Niech f : [0, 1]→ R b¦dzie funkcj¡ klasy C1(tj. ma pierwsz¡ pochodn¡ i ta
pochodna jest funkcj¡ ci¡gª¡) tak¡, »e f(0) = f(1) = 0 oraz f(a) =

√
3 dla

pewnego a ∈ (0, 1). Udowodnij, »e istniej¡ dwie proste styczne do wykresu
funkcji f , tworz¡ce trójk¡t równoboczny z odpowiednim odcinkiem osi OX.

Rozwi¡zanie: Z twierdzenia Lagrange'a

∃c∈(0,a)f
′(c) =

f(a)− f(0)
a

=
√

3
a

>
√

3

∃d∈(a,1)f
′(d) =

f(1)− f(a)
1− a

=
−
√

3
1− a

< −
√

3

Skoro f ′ przyjmuje warto±ci wi¦ksze od
√

3 i mniejsze od−
√

3, a jest funkcj¡
ci¡gª¡, to w szczególno±ci musi te» przyj¡¢ wszystkie warto±ci pomi¦dzy
nimi, czyli w szczególno±ci f ′(e) =

√
3 oraz f ′(g) = −

√
3 dla pewnych

e, g ∈ (0, 1). Zatem istniej¡ dwie styczne do wykresu funkcji f , przecinaj¡ce
o± OX pod k¡tem odpowiednio π

3 oraz 2π
3 , zatem tworz¡ one wraz z osi¡

OX trójk¡t równoboczny.
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