Wokot twierdzenia Pascala

Marcin Fryz

08 czerwca 2012

1 Wstep

Geometria, a w szczegdlnosdci planimetria, jest jednym z najwazniejszych dzialéw matematyki.
Jej zastosowania mozna dojrzeé¢ wszedzie: zaczynajac od architektury, poprzez sztuke, na astro-
nomii konczac. Jest to dziedzina o tyle wazna, ze uprawianie jej niesamowicie rozwija wyobraznie,
a zdobyte w efekcie tego doswiadczenie poprawia spostrzegawczosé. Nie tylko te, dzieki ktorej
zauwazamy rozne wlasnosci geometryczne, ale takze przydatng nam w zyciu codziennym. Idac
dalej, jest ona wymagana na lekcjach matematyki, a takze niezbedna na wszelkich konkursach
matematycznych i olimpiadach. Ponizszy skrypt jest pisany ze szczegdélnym ukierunkowaniem na
to ostatnie, czyli Olimpiade Matematyczna. Skupimy si¢ przede wszystkim na takich pojeciach
jak wspotpekowosé i wspétliniowosé. Udowodnimy kilka wartych zapamietania twierdzen, a na
koniec przejdziemy do zadan.

2 Teoria

2.1 Twierdzenie Menelaosa
Dany jest trojkat ABC. Punkty D, E, F, r6zne od wierzcholtkéw tréjkata ABC, leza odpowied-
nio na prostych BC, CA, AB, przy czym spelniony jest jeden z dwéch warunkéw:

a. dokladnie dwa sposéréd punktéw D, E, F' leza na obwodzie tréjkata ABC' (rys.1)
b. zaden z punktéw D, E, F nie lezy na obwodzie tréjkata ABC (rys.2).
Wéwcezas punkty D, E, F' sa wspotliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi réwnosc¢:

AF BD CE _ W
FB DC EA

rys.1l rys.2



2.1.1 Dowdd:

Dla dowodu implikacji w prawa strone zalézmy, ze punkty D, E, F' leza na jednej prostej. Niech
G bedzie punktem przeciecia prostej przechodzacej przez punkt A i réwnolegtej do prostej BC
z prosta zawierajaca punkty D, E, F. Wtedy z twierdzenia Talesa mozemy zanotowaé zwiazki:

AP _GA  CE_CD
FB BD' EA GA

Mnozac te dwie réwnosci stronami, otrzymamy zwiazek (1), co konczy dowdd.

Dowodzac implikacji w lewa strone, zalézmy, ze zachodzi réwnosé (1) oraz przyjmijmy, ze punkt
F lezy na przediuzeniu boku AB. Zal6zmy nie wprost, ze prosta DFE przecina przedluzenie boku
AB w pewnym punkcie H réznym od F'. Piszac twierdzenie Menelaosa dla punktéow D, E, H
lezacych na jednej prostej, mamy:

AH BD CE _
HB DC EA

Co po przyréwnaniu do (1) daje wniosek, ze g—g = g—g, czyli sprzeczno$é z zalozeniem F # H.

Dowdd twierdzenia zostal wigc zakonczony.

Cwiczenie 1. Dany jest tréjkat ABC. Na tym fragmencie pélprostej AB, ktéry nie zawiera
boku AB, obrano taki punkt F, a na bokach BC' i C'A odpowiednio takie punkty D i F, ze
zachodza réwnosci:

AB=9, BD=3, DC =3, CE=2, EA=5.

Obliczy¢ dtugos¢ BF, jesli wiadomo, ze punkty E, D i F' sa wspotliniowe.

2.2 Twierdzenie Cevy

Dany jest trojkat ABC. Punkty D, E, F, r6zne od wierzcholtkéw tréjkata ABC, leza odpowied-
nio na prostych BC, CA, AB, przy czym spelniony jest jeden z dwéch warunkéw:

a. wszystkie trzy punkty D, E, F' leza na obwodzie tréjkata ABC (rys.3)
b. dokladnie jeden sposréd punktéw D, E, F' lezy na obwodzie trojkata ABC' (rys.4)

Woéwczas proste AD, BE, CF przecinaja sie w jednym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
zwiazek:

AF BD CFE
FB DO EA 2)

2.2.1 Dowdd pierwszy

Przyjmijmy, ze mamy dany tréjkat ABC, a proste AD, BE, CF przecinaja sie w jednym
punkcie, ktéry oznaczymy jako G. Wowczas punkty A, G, D sa wspélliniowe, wiec z twierdzenia
Menelaosa mozemy zapisaé zwiazek:



rys.3

FB AE CG 3)
BA EC GF

Podobnie, punkty B, G, FE leza na jednej prostej, wobec czego zachodzi nastepujaca réwnosé:
FA BD CG ()
AB DC GF

Dzielac réwnanie (3) przez (4), otrzymujemy zwiazek (2), co koniczy dowdéd w prawa strone.

Zalozmy teraz, ze w trojkacie ABC proste AD, BE, C'F nie przecinaja si¢ w jednym punkcie, a
mimo to zachodzi r6wnoéé (2). PoprowadZmy wiec prosta przechodzaca przez C' i punkt przecie-
cia prostych AD i BE. Niech tnie ona AB w punkcie H. Wéwczas z twierdzenia Cevy mozemy
zapisaé¢ zwiazek:

AH BD @ _1 (5)
HB DC EA
Przyréwnujac réwnania (2) oraz (5), otrzymujemy proporcje A—g = %, co prowadzi do sprzecz-
noéci, bo ' # H. Dowdd pierwszy zostal wiec zakonczony.

2.2.2 Dowdbd drugi

Drugi dowdéd, wymagajacy znacznie mniejszej wiedzy, wykorzystuje rachunek na polach oraz

pewng ciekawa zalezno$é. Dla uproszczenia zanotujmy, ze pole trojkata XY Z oznaczaé bedziemy

jako [XY Z]. Przyjmijmy, ze mamy dany tréjkat ABC oraz proste AD, BE, C'F przecinaja sie¢ w

punkcie G. Wobec tego trojkaty AFC oraz C'F B maja wspolna wysokosé opuszczong na prosta

AB, dlatego stosunek pdl tych trojkatéw jest réwny stosunkowi ich podstaw; mamy wiec:
[AFC] AF BDA] BD |[CEB] CE

CFB] ~ Fp’  Polobne 5 = Do [BEA] C BA

Rozumujac absolutnie analogicznie, stwierdzamy, ze:

[AFG) _AF . [BDG] _BD [CEG] _CE
(GFB] ~ FB’ ' P°°°"™M® 1GDC| T DC’ [GEA] T EA

Wobec czego mamy réwnosci:

AF [AFC] [AFG] BD |[BDA] [BDG] CE [CEB] [CEG)

FB [CFB] _[GFB]’ DC  [ADC] — [GDC|' BA ~ [BEA| ~ [cE4] 9



Zapiszmy teraz lemat:
Jesli dodatnie liczby rzeczywiste spetniaja zaleznosé:

a ¢ e a ¢ a-—c
- ==, to spelniaja réwniez: =-=
b d
Dowdd tego prostego faktu pozostawiam jako ¢wiczenie.
Zauwazmy, ze réwnosci (6) spelniaja zalozenia lematu, skad plyna nastepujace trzy wnioski:

AF [AFC] [AFG] [AFC]—[AFG] [AGC] .
FB~ [CFB] [GFB] [CFB]-[CFG] [CGB ™)
BD [BDA] [BDG] [BDA]-[BDG] [BGA .
DC  [ADC] [GDC] [ADC]-[GDC] [AGC] ®)
CE [CEB] [CEG] [CEB]-[CEG] [CGB] 9
EA  [BEA] [GEA] |[BEA]—[GEA] [BGA] ©)
Mnozac stronami wnioski (7), (8), (9), otrzymujemy:
AF BD CE [AGC] [BGA] [CGB] _1q

FB DC EA [CGB] [AGC] [BGA]
a to konczy dowdd w prawa strone. Dowdd w lewsg strone jest identyczny jak w przypadku 2.2.1.

2.3 Trygonometryczna wersja twierdzenia Cevy

Przy takich samych zalozeniach jak w 2.2 proste AD, BE, C'F przecinaja sie w jednym punkcie
wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi:

sin/BCF sin/ABE sin/DAC
sin/FCA sin/EBC sin/BAD

=1 (10)

2.3.1 Dowdd

7 twierdzenia sinuséw mamy:

AF  sin/FCA . FB sin/BCF
1 —_—

AC ~ sin/AFC = BC  sin/CFB

Ale wobec tozsamosci sin(180° — ) = sina mamy sin /AFC = sin /CFB. Zapiszmy wiec
réwnosci:
AF  sin/FCA CA . . BD sin/ABE AB CD sin/DAC BC
= i podobnie: = =

FB  sin/BCF BC DC ~ sin/EBC CA’ DA sin/BAD AB

Mnozac stronami te zaleznosci i korzystajac z twierdzenia Cevy, dostajemy (10), czyli teze.

Cwiczenie 2. Dany jest tréjkat ABC. Udowodnié, ze:

a) $rodkowe,

b) dwusieczne,

c) wysokosci*,

d) symediany** (wskazowka: poszukaé informacji o symedianie i twierdzeniu o niej).
przecinaja sie w jednym punkcie.



2.4

Pare stéw o geometrii rzutowej

2.4.1 Ptlaszczyzna rzutowa

Sktada sie z punktéw oraz prostych, ktore bedziemy odpowiednio oznaczali matymi i wielkimi
literami alfabetu. Podstawowa role pelni relacja incydencji. Méwimy, ze a incyduje z A (co
oznaczamy a|A < Ala), kiedy a lezy na A. Fundamentem w tej geometrii jest sze$¢ aksjomatow:

1.

2.

a,b|A,B=a=bVA=DB
Vap3c a,b|C
Va,p3e c|A, B

Istnieje czworokat: zbior czterech punktéw, sposrdd ktérych zadne trzy nie sa wspétliniowe.
Uwaga: w geometrii rzutowej nie rozrézniamy ,bokow” i , przekatnych” czworokata. Kazdy
czworokat ma sze$¢ bokow.

(Aksjomat Fano) Punkty przeciecia przeciwleglych bokéw czworokata nie sa wspétiniowe.

(Twierdzenie Pappusa) Jezeli wierzcholki sze$ciokata leza na przemian na dwoch prostych,
to punkty przecigcia par przeciwleglych bokéw tego szeiciokata sa wspdlliniowe.

2.4.2 Przeksztalcenie rzutowe

Jest to funkcja wzajemnie jednoznaczna przeprowadzajaca przestrzen rzutowa na siebie i zacho-
wujaca wspotliniowosé punktéw. Spelnia ono ponadto warunki:

proste pozostaja prostymi, wiec punkty wspolliniowe pozostaja wspotliniowe (definicja
przeksztalcenia rzutowego),

krzywe stozkowe pozostaja stozkowymi, jednak mogg staé sie stozkowymi innego rodzaju,
np. okrag moze zostaé¢ przeksztalcony w hiperbole,

proste wspélpekowe pozostaja wspdipekowe,

zachowywany jest dwustosunek.

2.4.3 Zasada dualnosci

Okazuje sie, ze kazde twierdzenie w geometrii rzutowej ma swoje twierdzenie dualne, ktore jest
mu rownowazne. Wystarczy zamienic¢ stowo ,,prosta” na ,punkt” lub na odwrét. Oczywiscie za-
mieniamy wtedy takze takie zdania jak lezy na prostej” na ,przechodzi przez punkt”, ,punkty
sg wspotliniowe” na ,proste sa wspotpekowe” itp. Zeby udowodnié ten fakt, wystarczy pokazad,



ze wszystkie aksjomaty geometrii rzutowej sg dualne.

Przyjrzyjmy sie wiec aksjomatom. Aksjomat pierwszy jest sam ze sobg dualny. Aksjomat 2. jest
dualny do 3.

Zobaczmy teraz, jaka jest wersja dualna aksjomatu 4. Jest ona nastepujacej postaci: Istnieja
cztery proste, spoérod ktorych zadne trzy nie przecinajg sie w jednym punkcie. Istnienie takiej
figury (nazywanej czworobokiem) mozemy wykazaé, korzystajac wlasnie z aksjomatu 4: Wiemy,
ze istnieje czworokat abcd. Wezmy dwie pary przeciwlegltych bokdéw tego czworokata, np. ab, cd
oraz ac, bd. Gdyby pewne trzy sposrdd tych bokéw przecinaly sie w jednym punkcie, musiatyby
przecinaé¢ sie w jednym z wierzchotkéw czworokata. Ale przez kazdy wierzchotek przechodza
dokltadnie dwa z tych bokéw. Zatem ab, cd, ac, bd jest czworobokiem i aksjomat dualny do 4.
jest prawdziwy.

Aksjomat dualny do 5. jest postaci: Przekatne czworoboku (czyli punkty laczace przeciwlegle
wierzcholki czworoboku) nie przecinaja sie w jednym punkcie. Latwo zauwazy¢ (na przyklad
wykonujac rysunek), ze taki warunek jest réwnowazny aksjomatowi 5.

Aksjomat dualny do 6. wyglada nastepujaco: Niech dany bedzie szesciobok, ktorego kolejne boki
naleza do dwoch pekdéw. Wowcezas proste taczace przeciwleglte wierzchotki szedciokata przecinaja
sic w jednym punkcie.

Niech a, b beda punktami, przez ktére przechodzg oba peki. Kolejne wierzchotki szescioboku
oznaczmy przez ri, T2, T3, T4, Ts, Tg. Pokazemy, ze proste x1x4, Toxs oraz x3xg sa wspol-
pekowe. Niech ¢ bedzie punktem przeciecia z1x4 z xoxs5 (rys.h). Wystarczy pokazaé, ze punkty
x3, Tg oraz ¢ sg wspoédlliniowe. Jednak wynika to wprost z twierdzenia Pappusa dla szesciokata
bxyxiazszs wpisanego w proste bry oraz axy. Pokazuje to, ze aksjomat 6. ma prawdziwy swij
dualny odpowiednik, wobec czego zasada dualnoéci zostata wykazana.




2.4.4 Krzywa stozkowa

Ostatnie, wazne dla nas pojecie. Jest to zbiér punktéw powstalych na przecieciu stozka ($cislej
powierzchni stozkowej, ktérej kierujaca jest okrag) i plaszczyzny. Krzywe stozkowe sa nazywane
inaczej krzywymi drugiego stopnia, gdyz mozna je w kartezjanskim ukltadzie wspolrzednych
opisa¢ rownaniem algebraicznym drugiego stopnia wzgledem obu zmiennych x i y. Stozkowe
mozna na nasze potrzeby uznaé¢ za rzuty okregu na plaszczyzne. Latwo sobie wyobrazié, ze
krzywe te to po prostu okrag, elipsa, parabola i hiperbola. Ich uproszczone réwnania to:

o 22 4 y? = a? dla okregu
$2

e -+ ‘Z—; =1 dla episy,

e az’ —y = 0 dla paraboli,

S

o L % = 1 dla hiperboli.

a? b

Wiedza ta w zupelnosci nam wystarczy.

2.5 Twierdzenie Pascala

Niech dane bedzie szesé punktow A, B,C, D, E, F lezacych na krzywej stozkowej, zas K, L, M
oznaczaja punkty przecie¢ odpowiednio prostych DF z EC, DA z EB oraz C'A z FB. Wéwczas
punkty K, L, M sa wspélliniowe (rys.6).

2.5.1 Dowdd pierwszy

Bez straty ogélnosci niech punkty A, B, C, D, E, F leza na okregu. Przyjmijmy oznaczenia
AFNDC =K, ABNhDE=J, EFNCB=L, DENBC =1, FANBC =G, DENGF =H
(rys.7). Z twierdzenia Menelaosa otrzymujemy nastepujace trzy réwnosci:

HK GC ID HA GB IJ_l HF GL IE
KG CI DH ' AG BI JH ~ FG LI EH
Mnozac powyzsze rownosci stronami, otrzymujemy zalezno$é:
HK 1J GL IB-IC HD-HE GA-GF (1)
KG JH LI ID-IE HF-HA GC-GB
Jak tatwo jednak zauwazy¢, zachodza ponadto réwnosci:

IB-I1C=1ID-1IFE, HD-HE=HF-HA, GA-GF =GC -GB



rys.7

Wobec czego prawa strona réwnosci (11) jest réwna 1, a to w dalszej kolejnosci oznacza, ze

HE GL 1] _|
KG LI JH

Co na mocy twierdzenia Menelaosa oznacza, ze punkty J, K, L sa wspoétliniowe, czyli mamy

teze.

2.5.2 Dowdd drugi

Niech na okregu lezg punkty Ay, A1, Ao, Az, A4, As, a ponadto AgA1 N A3As = Py, A1AsN
AyAs = Py, AsAsN As Ay = P». Poprowadzmy okrag przez punkty Ay, A4, Pi. Niech przecina
on proste AgA; w punkcie By réznym od Ay oraz AsA4 w punkcie By:

Przeliczajac katy oparte na tych samych tukach i dopelniajace sie do katéw pdétpetnych, stwier-
dzamy kolejno:

ZP2A5A4 = ZA0A1A4 = ZA0A3A4 = ZA4P1B0 = ZA4BlB0



Podobnie:
ZP1A2P2 = ZAngAl = ZA3A4A1 = ZBlA4A1 = ZBlplAl = ZBlBQAl

7 réwnosci ZAngAl = ZBlBoAl Wnosimy, ze AoAg“BoBl. Ponadto ZP2A5P1 = ZA5P130,
skad PoAg||P1By. W kohcu /PyAyPy = /AsP) By, skad PoAs||PyB;. Oznacza to, ze tréjkaty
PyA3Aqg oraz P; B1 By maja réwnolegle odpowiednie boki, a wiec sa jednoktadne. Srodek jedno-
ktadnoéci lezy na przecieciu trzech prostych taczacych odpowiednie wierzchotki, czyli na prostych
PPy, AyAs oraz ApgA;. Ale przeciecie prostych AgA; z A4As to punkt Fy. Oznacza to, ze punkty
Py, P1, P> sa wspdlliniowe, a to konczy dowdd.

2.6 Twierdzenie Brianchona

Niech szesciokat o wierzchotkach Ay, Ay, Ao, As, A4, As bedzie opisany na krzywej stozkowej.
Wéwezas przekatne AgAs, A1Ays, A2As przecinaja sie w jednym punkcie (rys.8).

2.6.1 Dowdd:

Wystarczy zauwazy¢, ze jest to twierdzenie dualne do twierdzenia Pascala, wobec czego na mocy
zasady dualnosci, udowodnionej wczesniej, twierdzenia te sa rownowazne.



3 Zadania

1. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym BC = AC. Punkty P i @ leza wewnatrz tego trdjkata i
speliaja zaleznosci /PAC = /QBA oraz /PBC = /QAB. Dowiesé, ze punkty C, P i Q leza
na jednej prostej.

2. Na okregu danych jest pie¢ punktéw. Uzywajac jedynie linijki, skonstruowaé szésty punkt na
tym okregu.

3. Punkt M lezy na okregu opisanym na trdjkacie ABC. Niech R bedzie dowolnym punktem.
Proste AR, BR i C'R przecinajg okrag opisany odpowiednio w punktach Ay, By, C. Udowod-
ni¢, ze punkty przecie¢c M A; z BC, M By z CA oraz MC} z AB leza na jednej prostej, ktéra
przechodzi przez punkt R.

4. Niech ABC D bedzie czworokatem wpisanym w okrag o. Niech E bedzie dowolnym punktem
lezacym na boku AB. Ponadto niech DENBC = F, DENo= P # D, BPNAF = @ oraz
QENCD =YV. Udowodnié, ze potozenie punktu V nie zalezy od wyboru punktu E.

4 Szkice rozwigzan

1. Niech APNBQ = K oraz BPN AQ = L. Wéwczas z danych w treéci zadania réwnosci katow
wynika, ze punkty K, L, A, B leza na jednym okregu, ktory jest styczny do prostych AC oraz
BC'. Korzystajac z twierdzenia Pascala dla sze$ciokata zdegenerowanego AAK BBL uzyskujemy
teze.

2. Oznaczmy dane punkty kolejno A, B, C, D, E. Przypusémy, ze skonstruowaliémy punkt F
nalezacy do tego samego okregu. Oznaczmy punkty przecie¢ AB z DE, BC z EF oraz CD z
F A kolejno jako K, L, M. Zgodnie z twierdzeniem Pascala, leza one na jednej prostej.

7 powyzszego stwierdzenia wynika nastepujaca konstrukcja: Wykreslamy dowolng prosta p prze-
chodzaca przez F i oznaczamy punkt jej przeciecia z BC jako L. Wyznaczamy teraz punkty
przeciecia AB z DE jako K i1 KL z CD jako M. Punkt F' jest przecieciem AM i p (rys.9).

rys.9

3. Niech As, Bs, (5 beda punktami przecieé¢ kolejno M A; z BC, M By z CA oraz MC1 z AB.
Stosujac twierdzenie Pascala na punktach M, A;, A, C, B, Bj dostajemy, ze punkty As, B i
R leza na jednej prostej. W podobny sposéb stwierdzamy, ze Az, Co i R leza na jednej proste;j.
Wynika stad, ze As, Bo, Cy i R leza na jednej prostej.
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4. Wprowadzmy oznaczenia: BC N DP = F, CAN PB = G. Niech styczna do o w punkcie B
przecina AD w punkcie M. Niech K bedzie stozkowa przechodzaca przez A, B, C oraz styczna
do MA, i MB (rys.10).

rys.10

Z twierdzenia Pascala dla zdegenerowanego szesciokata BBC AD P otrzymujemy wspdtliniowo$é
punktow M, F, G. Ponownie, z twierdzenia Pascala dla zdegenerowanego sze$ciokata AAQBBC
otrzymujemy ) € K. Oznacza to, ze V jest drugim przecieciem K z CD. Ale K nie zalezy od F.
Dowdd zostal wigc zakonczony.
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