Piotr Idzik 15 pazdziernika 2008

”Prymitywy matematyczne”

Twierdzenie 1. Dla dowolnych A, B,C C X prawdziwe sq¢ réwnosci:

1. AUB=BnNA AnB=BNA
AU(BUC)=(AuB)UC, AN(BNnC)=(AnB)nC
AN(BUC)=(ANB)U(ANC), Au(BNnC)=(AuB)N(AUC)
PUA=A0NA=0
AUA =X, AnA =0
XNA=A XUA=X

NS v e e

(AUB) =A'NB', (ANB) = A" UB' (prawa de Morgana)
Przyktad 2.

Zbadaé czy prawdziwe sg rownosci
e (AUB)\C = (A\C)U (B\C)
e AU(B\C)=[(AUB)\CJU(ANCQC)
e AN(AUB)=RB
e (AUBUC)\(AUB)=C
Definicja 3 (Kuratowski). Parg uporzqdkowang nazywamy zbior:
(a,0): = {{a}, {a,b}}

Twierdzenie 4.
(a,0) =(c,d) <= a=cNb=d

Dowdd. 1. Zalézmy, ze a # b. Zgodnie 7z definicjg 3 mamy:
(a,0) = {{a},{a, b}}
(c,d) = {{c},{c, d}}
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(a,0) = (¢;d) <= {{a}. {a,0}} = {{c}, {c.d}} =
= ({a} = {c} AMa,b} = {c.d) v ({a} = {c,d} A {a,b} = {c}) &
gy = {A{abt ={c,d} = a=cAb=d
2. a = b. Wtedy zgodnie z definicja 3 mamy:

(a,b) = (a,a) = {{a}, {a,a}} = {{a}}
(c;d) = {{c},{c, d}}

(a,a) = (¢,d) <= {{a}} = {{c},{¢,d}} <= c=d=a=D
]

Definicja 5. Iloczynem kartezjanskim zbiorow A i B nazywamy zbior wszyst-
kich par (a,b) takich, ze a € A oraz b € B. Zbior ten oznaczamy symbolem

A x B.

Przyktad 6.
Dla przyktadu potézmy:
A = {1,2,3}
B = {% &}
Wtedy:
AxB = {(1,4),(1,8),(2,%),(2,4),(3,&),(3,#)}
BxA = {(%,1),(d2), (% 3) (#1) (4 2) (s 3)}
BxB = {(*7 *)7 (&7 .)7 (‘7*>7 (‘; ‘>}

Twierdzenie 7. lloczyn Kartezjanski ma nastepujgce witasnosci:

(AUB)xC = (AxC)U(Bx() (1)
(AUB)x (CUD) = (AxC)U(AxD)U(BxC)U(BxD) (2)
(A\B)xC = (AxC)\(BxC) (3)
(ANB)x (CND) = (AxC)N(B x D) (4)
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Definicja 8. Relacjg okreslong na zbiorze A X B nazywamy dowolny zbior
RCAXxB

Jedli para (x,y) nalezy do relacji R to czesto piszemy xRy
Niech R C X x X. Relacja R moze mie¢ nastepujace wtasnosci

e zwrotnosc¢: A,cx vRx
e symetrycznost: A\, ey Ry = yRx
e przechodnos¢: A, , .cx TRy NyRz = xRz
e antysymetrycznoéé: A\, ,ex tRy = (y,z) € R
e staba antysymetrycznosé: A, jex tRy AyRe =y =ux
Niech RC X xY
e prawostronna jednoznacznod¢ A, cx., ey TRy N xRy =y =/

Definicja 9 (Funkcja). Jesli relacja f C X XY nazywamy funkcjq jesli jest
prawostronnie jednoznaczna oraz Nyex Vyey TfY-

Definicja 10 (Relacja czesciowego porzadku). Relacje P C X x X nazy-
wamy relacjq czescioweqgo porzedku jesli jest zwrotna, przechodnia i stabo
antysymetryczna.

Przyktad 11.
Przyktady relacji czesciowego porzadku:

1. |g N\{O}27a‘b</:>\/k€Nb:ka
2. <C N?

Definicja 12 (Relacja réwnowaznosci). Relacje R C X x X nazywamy re-
lacjg rownowaznosci jesli jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.

Przyktad 13.
Przyktady relacji rownowaznosci

1. || (réwnoleglosci prostych)

2. RCN? aRb <= amod 2= bmod 2



Definicja 14. Niech R C X? bedzie relacjg réwnowazinosci, x € X. Zbidr
[z]: = {y € X: xRy} nazywamy klasq abstrakcji elementu x wzgledem relacyi
R.

Twierdzenie 15 (Zasada abstrakcji). Niech R C X? bedzie relacjg réwno-
waznosci, wowczas:

1. Apex @ € [2]

2. X = Uyex|z]

8. Nayexlz] =yl V[zlN[y] =0
4 Neyexlz] = [yl < xRy

Dowdd. 1. R jest relacja réwnowaznosci, zatem A,cxy xRx 7 definicji 14
[z]:={y € X: xRy}, Zatem z € [z].

2. Zalézmy nie wprost, ze X # U,ex|[r] zatem U,ex[r] C X (przeciwna
inkluzja nie moze zachodzi¢). Skoro tak to istnieje takie xy € X, ze
zo € Ugex|z]. Zatem A,cx ~zoRz co jest sprzeczne z zalozeniem, ze R
jest relacja rownowaznosci (dokladnie z tym, ze R jest zwrotna).

3. Zalézmy nie wprost, ze V, ,ex[r] # [y] A [z] N [y] # 0. Bez straty
ogdnoéci dowodu przyjmijmy, ze Vieja € [y]. Niech b € [z] N [y].
Wtedy: a € [z] ANa € [y] ANb € [z] ANb € y] <= aRx AN —aRy N\ bRz A
bRy <= aRb N\ ~aRy N bRy <= aRy N\ —aRy. Sprzecznos¢.

4(=) Ustalmy z,y € X takie, ze [x] = [y]. Niech a € [z], wtedy b € [y].
Skoro a € [z] = [y] to aRx oraz bRy. Z symietrii oraz przechod-
niosci relacji R mamy, ze xRy

(<) Ustalmy z,y € X takie, ze xRy. Niech ¢ € [z]. ¢ € [z] <=
cRr <= cRy <= c € [y|
[

Twierdzenie 16. Jesli zbiory Ay C X, t € T spelniajg nastepujace warunksi:
1. Uper A =X
2. Neer Ar # 0
3 Nspers#t=A;NA =0



to istnieje taka relacja réwnowaznosci R C X2, Ze zbiory A, t € T sq jej
klasami abstrakcji.

Dowéd. Rozwazmy relacje R € X? okredlong nastepujaco:

TRy <— \/ r,y € A
teT

Pokazemy, ze wyzej okreslona relacja R jest relacja réwnowaznosci:
1. Zwrotnos¢ i symetrycznosé sa oczywiste

2. Przechodnios¢. Niech z,y,z € X oraz xRy N\ yRz. xRy zatem istnieje
dokladnie jedno (zbiory A, t € T sa parami roztaczne) takie t, ze x,y €
Ay. yRz zatem istnieje doktadnie jedno takie s, zey,z € X.y € A Ny €
A, — s=t = xRz

]

Przyktad 17.
Dla danego zbioru X oraz relacji R C X? zbadaé czy R jest relacja réwno-
waznosci i jesli tak to wskazac¢ klasy abstrake;ji.

1. X =N\{0}, 2Ry <= V,enzy = 12
2. N x (N\{0}), (a,b)R(c,d) <= ad = cd



