Od prawdopodobienstwa
do funkeji Riemanna i sztuczki Eulera

,, Czytajcie Fulera.
On jest mistrzem nas wszystkich.”
Pierre Simon de Laplace
Streszczenie

Wychodzimy od nastepujacego elementarnego pytania:
Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany utamek jest nieskracalny?

Dla uproszczenia zaktadamy, ze losujemy utamek dodatni, a doswiadczenie polega na niezaleznym
wybraniu dwéch liczb naturalnych stanowiacych odpowiednio licznik i mianownik utamka. Poprzez
elementarny, niemniej bardzo pomystowy trik (ktéry po raz pierwszy zostal uzyty prawdopodob-
nie przez Leonharda Fulera gdy pokazywal on nieskoniczonosé sumy odwrotnosci wszystkich liczb
pierwszych) sprowadzamy problem do obliczenia sumy szeregu
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Inaczej méwiac, naszym zadaniem jest wyznaczenie wartosci funkcji ¢ Riemanna w punkcie s = 2.
Funkcja ta dla rzeczywistych argumentéw s > 1 okrelona jest wzorem
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Jej zwiazek z postawionym problemem probabilistycznym polega na czyms$ glebszym niz tylko
to, ze jej wartos¢ w punkcie s = 2 zgadza si¢ z poszukiwana przez nas wartoscia sumy szeregu.
Mozna bowiem zauwazy¢, ze obliczanie wartosci funkcji ¢ w innych punktach daje odpowiedzi
na inne problemy zwiazane z rachunkiem prawdopodobienstwa i liczbami naturalnymi.

Funkcje ¢ okreslona poprzez wyzej napisany wzor dla argumentow s > 1 rozwazal juz Euler.
Nieprawdopodobnym w skutkach pomystem Bernharda Riemanna z roku 1859 bylo rozwazenie
przedtuzenia tej funkeji dla argumentéw zespolonych!.

Prezentujemy pochodzacy od Eulera i odryty w 1734 roku elementarny, niesamowity w swojej
pomystowosci dowdd nastepujacego wzoru:
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jednego z piekniejszych wzorow matematyki.

'Funkcja ¢ Riemanna jest okredlona dla wszystkich liczb zespolonych réznych od jednosci. Jest ona tzw.
funkcja analityczna, a jej badanie przektada sie na badanie rozmieszczenia liczb pierwszych.



