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Nazwa tytutowego twierdzenia, ktore mozna w zasadzie uznaé¢ za pewna metode,
czy nawet filozofie, dowodzenia twierdzen z kombinatoryki algebraicznej, pochodzi od
nazwy stynnego rezultatu Hilberta.

Nullstellensatz Hilberta. Zalozimy, zZe F jest cialem algebraicznie domknietym. Niech

P,Qi,...,Qr € Flxy,...,x,] bedg takimi wielomianami n zmiennych o wspétczynnikach
z ciata F, Ze P(ay,...,a,) = 0 dla kazdego (ay,...,a,) € F" spelniajgcego réwnosci
Qjlar,...,a,) =0 dla 1 <j<n. Wowczas istniejg: liczba naturalna  oraz wielomiany
Ry,..., Ry € F[xq,...,x,], dla ktérych zachodzi réwnosé

Pl = RiQ: + ...+ RyQp.

Jest to mocniejszy wariant tzw. stabej wersji Nullstellensatz, ktéra mowi, ze dla
kazdego wtasciwego ideatu .# C F[zy,...,z,] pierscienia wielomianéw n zmiennych nad
algebraicznie domknietym ciatem I zbiér

V(#) = {(ar,...,an) €F": P(ay,...,a,) = 0 dla kasdego P € .7 |

(nazywany zbiorem zer idealu .#) jest niepusty. Réwnowazne jej sformutowanie brzmi:
jezeli & C Flxy,...,x,] jest idealem oraz V(&) = 0, to & = Flzy,...,x,]. Stwierdze-
nie to wynika bezposrednio z zacytowanej mocnej wersji Nullstellensatz. Istotnie, kazdy
ideal .# C F[zy,...,x,] jest skonczenie generowany*— powiedzmy, ze przez wielomiany
Q1,...,Qr — wiec wystarczy zastosowa¢ Nullstellensatz dla tych wtasnie wielomiandw
oraz wielomianu P = 1. Jezeli Q); nie maja wspdlnego zera (czyli V() = ), to wielo-
mian stale réwny 1 nalezy do .#, a zatem . = Fxq,...,x,].

Kombinatoryczne wersje twierdzenia o zerach zawdzigczamy gtéwnie pracom [4], [2],
[3]. W pracy [1] Alon zaproponowal nastepujace sformutowanie:

Combinatorial Nullstellensatz. Niech P € Flxq,...,z,]| bedzie wielomianem n zmiennych
o wspotczynnikach z ciala F. Zatoimy, zZe stopien degP = N > 1, przy czym dla pew-
nych liczb catkowitych niewjemnych ky, ..., k,, spelniajgcych >0 k; = N, wspélczynnik
stojacy przy jednomianie x* - .. .- xkn jest niezerowy. Jezeli zbiory Ay, ..., A, C T spel-
niajg |A;| > ki dla 1 < i < n, to istnieje taki punkt (ay,...,a,) € Ay X ... X A, Ze
P(ay,...,a,) # 0.

Aby zobaczy¢ zwiagzek miedzy kombinatoryczna wersja Nullstellensatz a jej wersja
oryginalng, przyjmijmy w twierdzeniu Hilberta k = n oraz zdefiniujmy wielomiany
Q1, - ..,Q, jako wielomiany jednej zmiennej:

Qj(xla"wxn): H (l’j—a) dla 1 <]<n
(leAj

Zaprzeczenie tezy Combinatorial Nullstellensatz to stwierdzenie, ze wielomian P zeruje
sie w kazdym wspolnym zerze wielomianéw (1, ..., Q,, czyli — w zbiorze A; x ... x A,,.
Twierdzenie Hilberta nie pozwala jednak na proste wyprowadzenie wersji kombinato-
rycznej. Z dwoch powoddéw: po pierwsze — zakladamy w nim, ze ciato I jest algebraicznie

*7 twierdzenia Hilberta o bazie wynika, ze jezeli F jest dowolnym ciatem, to pierécien wielo-
mianéw Flzy, ..., z,] jest noetherowski, tzn. kazdy jego ideal jest skonczenie generowany (zobacz
np. §2.4 w ksiazce: J. Browkin, Teoria cial, PWN Warszawa 1977).



domkniete*; po drugie — daje ono reprezentacje P’ = > R;Q; z pewnym wykladni-
kiem ¢ € N, potencjalnie wiekszym od 1. Gdyby wiedzie¢, ze mozna przyja¢ ¢ = 1,
dostaliby$my sprzecznos¢ niemal natychmiast: jezeli w wielomianie P ma si¢ pojawic¢

jednomian z7' - ... -z ory$ z wielomianéw R; musi zawieraé, ewentualni 7
ednomia ’fl kn to ktérys elomianow R; si go zawieraé, ewentualnie be

czynnika xfj; wtedy jednak w wielomianie P pojawilby sie¢ jednomian zbyt wysokiego
stopnia. Okazuje si¢, ze w przypadku wielomianéw (); o tej specjalnej postaci, zdefinio-
wanej wyzej, mozna opusci¢ zaréwno zalozenie o algebraicznej domknietosci ciata F, jak
i pominac wyktadnik ¢ (zobacz [1, Theorem 1.1}).

My zajmiemy sie zacytowana powyzej wersja Combinatorial Nullstellensatz i zapre-
zentujemy elegancki, zwiezly dow6d, pochodzacy z pracy [6]. Dow6d czysto algebraiczny,
wykorzystujacy elementy teorii idealéw, i przypominajacy standardowy dowdd twier-
dzenia Hilberta o zerach, mozna znalezé w artykule [10].

D o w 6 p. Zastosujmy indukcje wzgledem stopnia degP = N. Dla N = 1 teza jest (niemal)
oczywista, wiec zalézmy, ze N > 1 i ze teza zachodzi pod stosownymi zalozeniami dla
wszelkich wielomianéw P o stopniu mniejszym od N.

Bez straty ogdélnosci przyjmijmy, ze k; > 1, a zatem |A;| > 2. Wybierzmy dowolnie
ag € A;. Stosujac zwykly algorytm dzielenia wielomiandéw**, dzielimy P(xq,...,z,)
przez x; — ag, otrzymujac takie wielomiany @) i R, ze

P(zy,...,x,) = (21 — a0)Q(z1, ..., xn) + R(za, ..., 2,).

Wielomian R, jak zaznaczono w powyzszej réwnosci, nie zalezy od zmiennej x1, jako ze
— zgodnie z procedura dzielenia wielomianéw — jego stopien, jako wielomianu zmiennej
x1, jest mniejszy od stopnia dzielnika z; — ag, a zatem — réwny zeru.

Przypu$émy, wbrew tezie, ze dla dowolnego (ay,...,a,) € A; X ... X A, mamy
P(ay,...,a,) = 0. Teraz prosty i efektowny trick. Podstawiajac do powyzszej réwnosci
punkt (ag, as, ..., a,), otrzymamy réwnosé¢ R(as, ..., a,) = 0, prawdziwa dla dowolnego

(ag,...,an) € Ay X ... x A,. Teraz za$ podstawmy (ai,as,...,a,) € Ay \ {ap} x As X
... X Ay; otrzymamy:

0= P(ay,as,...,a,) = (a1 — ap) Q(ay, az,...,a,) + 0.
#0

Pokazuje to, ze
Q(ar,ay...,a,) =0dla (aj,az,...,a,) € A1\ {ao} X Ay x ... X A,.

Jednak wielomian () ma stopien réwny N —1 i niezerowy wspétczynnik przy jednomianie

gtk xkn . Sprzecznoéé z zatozeniem indukcyjnym. [ |

*Nullstellensatz Hilberta nie zachodzi dla cial, ktére nie sg algebraicznie domkniete, na co
wskazuje banalny przyklad idealu .# = (22 + 1) C R[z], generowanego przez wielomian z? + 1.
W tym przypadku V() = (), ale oczywiscie .# C R|x]. Zalozenie algebraicznej domknieto-
sci przy Combinatorial Nullstellensatz bytoby bolesng restrykcja, czesto bowiem stosujemy je
w przypadku cial Z,, ktére algebraicznie domknigte nie sa (cialo algebraicznie domknigte musi
by¢ nieskonczone).

*Wielomiany z Flxy,...,z,] traktujemy tu jak wielomiany jednej zmiennej z;, ale o wspol-
czynnikach z pierécienia Flxo, ..., z,], ktéry to jest pierscieniem catkowitym. Zwyktly algorytm
dzielenia wielomiandéw daje sie przeprowadzié, o ile tylko najstarszy wspotczynnik dzielnika jest
odwracalny w tym pierscieniu, a tak w naszej sytuacji jest, gdyz dzielnikiem jest wielomian
z1 — ag. Formalny dowdd poprawnosci takiego algorytmu mozna znalezé np. w §5.2 ksiazki:
AL Kostrykin, Wstep do algebry, tom 1 (Podstawy algebry), PWN Warszawa 2004.



Ponizsza lista zadan stanowi ilustracje efektownych zastosowan kombinatorycznej
wersji twierdzenia o zerach. Niektére sa dokladnie oméwione w [7] i [8]. O zwiazkach
Combinatorial Nullstellensatz z teoria graféw mozna poczytaé w [5]. Szerokie oméwie-
nie zagadnien addytywnej teorii liczb, zwigzanych z zadaniami 2a i 2b, mozna znalez¢
w ksiazce [9] (rozdzialy 51 9).

Zadanie 1 (IMO 2007). Niech n bedzie liczbg naturalng. Rozwazmy zbidr
S = {(:c,y,z) cx,y,z€40,1,...,n} oraz x +y + z > 0}

zlozony z (n + 1)® — 1 punktéw w przestrzeni tréjwymiarowej. Wyznaczyé najmniej-
sza mozliwg liczbe plaszczyzn, ktérych suma pokrywa zbiér S, ale nie zawiera punktu
(0,0,0).

Wskazowka. Latwo podaé ograniczenie gorne. Jezeli za$ plaszczyzny a;x + by + ¢;2 = d;
(dla 1 < i < k) pokrywaja zbiér S, to narzucajacy sie wielomian P(z,y, 2) = 1", (a;z +
by + ¢;z — d;) nie jest dobry z dwéch powodéw: nie ,koduje” w zaden sposéb tego, ze
punkt (0,0,0) ma nie naleze¢ do sumy plaszczyzn oraz nie ma gwarancji, ze znajdziemy
jednomian najwyzszego stopnia o odpowiedniej postaci. Nalezy naprawi¢ te sytuacje,
dodajac do P(x,y, z) stosowny wielomian.

Zadanie 2a (twierdzenie Cauchy’ego — Davenporta). Niech p bedzie liczba pierwsza oraz
A, B C Z,. Pokaza¢, ze

|A+ B| > min{p, |A| + |B| — 1}.

Wskazowka. Rozwazy¢ dwa przypadki: gdy prawa strona nieréwnosci wynosi p oraz gdy
wynosi |A| +|B| — 1. W drugim przypadku rozumowaé nie wprost i rozwazy¢ wielomian
P(z,y) € Z,|x,y| dany wzorem P(z,y) = [l4ep(z +y — d), gdzie D C Z, jest takim
zbiorem (hipotetycznie istniejacym), ze A+ B C D oraz |D| = |A| + |B| — 2.

Zadanie 2b (hipoteza Erdosa — Heilbronna). Niech p bedzie liczba pierwsza oraz A, B C Z,.
Oznaczmy C ={a+b€Z,: a€ A be B,a # b}. Pokazaé, ze

|C| > min{p, |A| + |B| — 3}.

Wskazowka. Postepowaé podobnie jak w poprzednim zadaniu; z uwagi na warunek a #
b pojawiajacy sie w definicji zbioru C, nalezy zmienié¢ definicje wielomianu P(z,y),
wprowadzajac czynnik x — y.

Uwaga. Byta to hipoteza sformutowana przez Erdosa i Heilbronna w Acta Arithmetica
w 1964 roku (oryginalnie dla A = B), ktéra udowodnili pierwsi da Silva i Hamidoune
w 1994 roku, stosujac teorie reprezentacji grup. Zadziwiajace jest to jak bardzo wzrasta
stopien trudnosci (w stosunku do twierdzenia Cauchy’ego—Davenporta, ktérego dowdd
znany byl juz od publikacji Cauchy’ego z roku 1813) po dolozeniu w definicji zbioru C'
warunku a # b. Zbiory tego typu nazywane sg w addytywnej teorii liczb restricted sum
sets. W pracach Alona, Nathansona i Ruzsy [2], [3] pokazano skuteczno$é metody wielo-
mianowej w dowodzie hipotezy Erdésa—Heilbronna, jak i w dowodach szeregu twierdzen
pokrewnych.

Zadanie 3 (twierdzenie Erdosa — Ginzburga — Ziva). Niech n bedzie liczba naturalna. Udo-
wodni¢, ze sposréd dowolnych 2n — 1 liczb catkowitych mozna wybrac¢ n, ktérych suma
jest podzielna przez n.



Wskazowka. Udowodnié twierdzenie najpierw dla liczb pierwszych, a dalej przez induk-
cje. Niech a; < ... < agy_1. Jezeli a; = a;4,—1 dla pewnego 1 < 7 < p, to teza zachodzi
(dlaczego?); jezeli nie — zastosowaé wielokrotnie twierdzenie Cauchy’ego—Davenporta
dla zbioréw A; = {a;, @itp-1}-

Zadanie 4 (twierdzenie Chevalleya — Warninga). Niech p bedzie liczba pierwsza, k,n € N
i niech Pp,..., Py € Zy[x1,...,2,). Zalézmy, ze SF  deg(P) < n. Pokazaé, ze jezeli
wielomiany Py, ..., P, maja cho¢ jeden wspdlny pierwiastek, to majg przynajmniej dwa
wspolne pierwiastki.

Wskazowka. Niech (cy,...,¢,) € Z, bedzie wspolnym zerem wielomianéw P;. Rozwazy¢
wielomian

k n
Qv = [1(1 = Byl ) =011 I (55— o)
Jj=1 J=1 c€Zp,c#c;
gdzie 6 € Z, jest dobrane tak, aby Q(ci,...,c,) = 0. Pamie¢ta¢ o malym twierdzeniu
Fermata.

Uwaga. Sugerowany dowdd pochodzi z [1] (Theorem 3.1). Oryginalne brzmienie twier-
dzenia Chevalleya—Warninga jest silniejsze: jezeli V' jest zbiorem wszystkich wspélnych
zer wielomianéw P; (takich, jak wyzej), to |V| = 0(modp). Jeszcze ogélniejsza wer-
sja funkcjonuje dla dowolnego ciata skonczonego F w miejscu Z,, przy czym ostatnia
kongruencja zmieniona jest wtedy na |V| = 0 (mod charF); zobacz: [9, Theorem 9.24].

Zadanie 5 (Alon [1, Theorem 6.1]). Niech p bedzie liczba pierwsza i niech X = (V| E)
bedzie grafem*, dla ktérego $redni stopien wierzchotka jest wickszy niz 2p — 2, a mak-
symalny stopien wierzchotka wynosi 2p — 1, tzn.

1

V] > deg(v) >2p—2 oraz maxdeg(v) =2p—1,

el veV

gdzie deg(v) = |{e € E : e ~ v}|, a symbol e ~ v oznacza, ze jednym z kohcéw krawedzi e
jest wierzchotek v. Wykazaé, ze X zawiera p-regularny podgraf, tzn. podgraf, w ktérym
stopien kazdego wierzchotka jest jednakowy i wynosi p.

Wskazowka. Dla kazdej krawedzi e € E niech z. bedzie zmienna z nia stowarzyszona.
Rozwazy¢ nastepujacy wielomian P € Z,[(%¢)cer| 0 |E| zmiennych:

P((re)eer) = T (1- (g x)) -2,

veV eck

Zadanie 6 (Alon [1, Lemma 8.1]). Niech A = (a;;) bedzie macierza wymiaru n x n
o elementach z ciata F. Permanent macierzy A definiujemy wzorem

Per(A) = Z Haw(i),

€Sy 1=1
gdzie S,, oznacza zbiér wszystkich permutacji zbioru {1, ... ,n}. Zalézmy, ze Per(A) # 0.
Pokazaé, ze dla kazdego wektora y € F" oraz dowolnej rodziny zbioréw Si, ..., S, C F,

z ktorych kazdy ma doktadnie 2 elementy, istnieje taki wektor @ € S; x ... x S, ze Ax
rézni sie od y na kazdej wspotrzednej.

Wskazowka. Odpowiednio dobrany wielomian powinien by¢ stopnia n ze wspdétczynni-
kiem przy x; - ...z, réwnym Per(A) # 0.

*Rozwazamy tu grafy nieskierowane i bez petli.
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