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-
Kilka naprawde niezbednych pojeé

Definition
S jest zbiorem nieskoficzonym. Méwimy, ze prawie wszystkie elementy S

maja wiasnosc ¢, jesli zbiér tych elementéw zbioru S ktére nie maja
wiasnosci ¢ jest skonczony.

Examples

Na przyktad prawie wszystkie liczby naturalne s3 wieksze od 1010,
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Definition

Moéwimy, ze ciag (a,) liczb wymiernych jest zbiezny do liczby wymiernej g
jedli dla kazdej dodatniej liczby wymiernej e:

’an_g‘<€

dla prawie wszystkich liczb naturalnych n.
Piszemy woéwczas lim, ., a, = &.

Definition

Méwimy, ze ciag (an) liczb wymiernych jest ciagiem Cauchy'ego, jesli dla
kazdej dodatniej liczby wymiernej e:

lan — am| < €

dla prawie wszystkich liczb naturalnych n i wszystkich m > n.
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Definition
Moéwimy, ze zbiér K z okre$lonymi na nim dziataniami +, - i wyrdznionymi
elementami 0,1 € K tworzy ciafo jesli:

@ea+b=>b+a

ea+(b+c)=(a+b)+c

0a+0=0+a=a
dla kazdego a € K istnieje takie be K, zea+ b=0
a-b=b>b-a
a-(b-c)=(a-b)-c
a-1=1.-a=a
dla kazdego a € K \ {0} istnieje takie be K,zea-b=1
a-(b+c)=(a-b)+(b-c)
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-
Czy naprawde nie wystarcza nam liczby wymierne?

Zbiér Q wszystkich liczb wymiernych jest ciatem, ale ciato to jest zbyt
skromne dla potrzeb matematyki.

W $wiecie liczb wymiernych:

Fakt

W kwadracie o boku dtugosci 1 przekatna nie ma dtugosci.

Fakt

Ciag (1 + %)n jest ciggiem Cauchy’ego ale nie ma granicy.
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-
Liczby rzeczywiste - czym s3?

W zbiorze Q wszystkich liczb wymiernych rozwazmy zbiér x C Q o
nastepujacych wiasnosciach:

@ X jest niepusty i x # Q
o Jezeli liczba wymierna p jest elementem x, to kazda liczba wymierna
g < p jest elementem x.

o Jezeli liczba wymierna p nalezy do x, to istnieje liczba wymierna
p’ > p nalezaca do x.

Examples

Zbiér x = {p € Q| p?> < 2 lub p < 0} spetnia powyzsze zatozenia.
Oczywiscie istnieje wiele takich zbioréw.

Definition
Zbiér wszystkich x spetniajagcych powyzsze warunki nazywamy zbiorem
liczb rzeczywistych i ocznaczamy symbolem R.
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W zbiorze liczb rzeczywistych okreslamy nieréwno$¢ i dziatania
arytmetyczne: x < y < xCy

X<y <= x<yix#y

x+y:={p+qlpEx, gy}

Jezelix,y >0, tox-y:={p-qlpex, g€y}

Jezelix >0,y <0,to x-y :=—(x-(—y)) itd...
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o
Kazda liczba rzeczywista jest utamkiem (PS. To prawda.)

W szkole liczby wymierne zapisujemy w postaci np. %, _Tl, .... Jest jasne
ze kazda liczbe wymierng mozemy zapisa¢ w ten sposéb. Innym typem

utamka jest utamek tancuchowy.

examples

WezZzmy liczbe wymierna %. Mamy:

19=2.-7+5
7=1-5+2
5b=2.2+1
2=2-1
19 1
-2 -
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Kazda liczbe wymierna mozna oczywiscie przedstawi¢ w postaci utamka
tancuchowego (algorytm Euklidesa). Niech teraz o bedzie liczba
niewymierng. Mamy:

O‘—[O‘]"’a , a1 >1
1—[011]+a , ap>1

042:[(362]—1—& , a3 >1
Jezeli oznaczymy a; := [«;], to mamy:

i N 1 n 1

a= lim ag =: ag
n—00 ar + ﬁ ap + 5 L
2 a3+ 1 2 33+L
an+1
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Rozwijamy!

Przedstawimy /2 w postaci utamka taficuchowego.
V2=1+ ﬁ

V2+1=2+ 72

V2+1=2+ 2o
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-
Stynne liczby rzeczywiste

Ztota liczba ¢ — ztoty podziat odcinka, dodatni pierwiastek réwnania
x=1+ %
Mamy oczywiscie
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Stosunek obwodu okregu do $rednicy — liczba .
1
T=3 + o 1
T+ 15+ —1
4+ ——

Nieokresowe rozwiniecie w utamek nieskonczony — kolejnymi
mianownikami czastkowymi sg 292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,....

Mikotaj Stariczyk (Koto Naukowe MatematyH Liczby rzeczywiste 17 lutego 2012

12/1



Stata Eulera e — najstynniejsza liczba rzeczywista — granica ciagu

((1+2)m).
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Jak duzo jest liczb rzeczywistych?

Liczby catkowite i wymierne mozna oczywiscie ustawié¢ w cigg. Nie da sie
jednak ustawié w cigg wszystkich liczb rzeczywistych.

Zatézmy, ze («,) jest ciggiem wszystkich liczb rzeczywistych. Niech

A=ay+ P — — gdzie a; jest i-tym mianownikiem czeSciowym
1 at T .
a3+ ——

liczby «; powigkszonth o 1. Oczywiscie A nie jest wyrazem tego ciggu.
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Jeszcze bardziej niewymierne!

Definition
Liczbe rzeczywista x, ktéra jest pierwiastkiem pewnego wielomianu o
wspbtczynnikach catkowitych nazywamy liczba algebraiczna.

Examples

V2 jest liczba algebraiczna, ¢ jest liczba algebraiczna.

tatwo jednak zauwazyé, ze liczb algebraicznych jest tyle samo co liczb
wymiernych i catkowitych. Zatem olbrzymia wiekszo$¢ liczb rzeczywistych
w ogble nie jest algebraiczna.
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Definition
Liczbe rzeczywista x, ktéra nie jest algebraiczna nazywamy liczba
przestepna.

Examples

00 1
i=1 10"
przestepnymi. V2 jest przestepna.

Liczba Liouville'a | = Jjest liczba przestepna. 7, e sa liczbami
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-
Alternatywy dla liczb rzeczywistych

Liczby p-adyczne! Dla kazdej liczby pierwszej p mozna skonstruowaé ciato
liczb p-adycznych Q,, ktére jest réwnie dobre jak ciato R. Niestety,
konstrukcja ciat @, jest bardzo skomplikowana...
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Ale to jeszcze nie wszystko, prawda?

Oczywiscie.

W ciele R réwnanie x? 4+ 1 = 0 nie ma rozwigzania. Dlatego tez R
rozszerza sie dalej, do tzw. ciata liczb zespolonych C. Ale o tym innym
razem...
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