1 Pojecia pomocnicze

Otoczeniem punktu z nazywamy dowolny zbiér otwarty zawierajacy punkt x. NajczeSciej rozwazamy otoczenia kuliste, tj.
kule o danym promieniu ¢ i §rodku z. Sgsiedztwem punktu z nazywamy taki zbior S,z ¢ S, ze S U {x} jest otoczeniem
punktu z.

Przez otoczenie nieskoniczonosci na prostej rozumiemy przedzial (a, o).

Punktem skupienia zbioru A nazywamy taki punkt z, ze do kazdego sgsiedztwa punktu z nalezy przynajmniej jeden
element zbioru A(przekr6j otoczenia i zbioru A jest niepusty). Zbior wszystkich punktéw skupienia zbioru A oznaczamy A%
i czasem nazywamy pochodna zbioru A. Punkty nalezace do zbioru A \ A% nazywamy punktami izolowanymi.

Obrazem zbioru A przez funkcje f nazywamy zbior wartosci funkcji f dla argumentoéw ze zbioru A i oznaczamy f(A).

Przyktlad 1.
A Al
(0,1 [0,1]



2 Granice funkcji

2.1 Definicje i ’definicje’

Definicja 1 (’definicja’ Cauchy’ego). Niech (X, p), (Y, o) beda przestrzeniami metrycznymi, D C X. Liczbe g nazywamy
granicg funkcji f: D — Y w punkcie zg € D? wtedy i tylko wtedy, gdy

EERR (0 , 5 , )

s30T (0 < plz,z0) <0 = 0(f(z),9) <e

Definicja 2 (’definicja’ Heinego). Niech XY beda przestrzeniami metrycznymi, D C X. Liczbe g nazywamy granica funkcji

f:D — Y w punkcie 79 € D? wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu {x, }nen elementéw przestrzeni X zbieznego do

zo 1 takiego, ze VN:cn # xo odpowiadajacy mu ciag wartosci funkeji f {f(zn)}nen jest zbiezny do g. Takie ciagi {2y, }nen
ne

nazywamy ciaggami Heinego.

Definicja 3 (definicja 'prawdziwa’). Niech X,Y beda przestrzeniami metrycznymi, D C X. Liczbe g nazywamy granicg
funkcji f : D — Y w punkcie 79 € D? wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego O, - otoczenia punktu g istnieje takie S, -
sasiedztwo punktu xg, ze f(Sy, N D) C Oy.
Symbolicznie:

OVSH f(Sz ND) C O,

g-xo

Twierdzenie 1. Wszystkie te definicje sq parami réwnowazne.

2.2 Twierdzenia o ciaggach => twierdzenia o granicach
Twierdzenie 2. Jezeli granica funkcji f w punkcie xo istnieje, to jest jedyna.

Dowdd. Skorzystam w dowodzie z definicji Heinego. Gdyby funkcja f miata w punkcie zy dwie rézne granice, wtedy ciag
{f(zn) }neny musiatby, w zaleznosci od doboru ciagu {2, }nen, by¢ zbiezny do dwoch réznych punktow, co od razu daje nam
sprzecznos¢, gdyz granica tego ciagu wg definicji jest niezalezna od wyboru ciagu {z, }nen i, z odpowiedniego twierdzenia o
ciggach, jest jedyna. O

Twierdzenie 3. Niech X,Y bedq przestrzeniami metrycznymi, D C X, f,g: D — Y bedq funkcjami oraz xo € D%. Wowczas:

1.
lim (f(z) + g(z)) = lim f(z) + lim g(z)
r—x0 T—x x—xT(
2.
lim (f(z) = g(z)) = lim f(z)— lim g(z)
T—T0 r—Xo T—XTQ
3.
Jim (f(z) - g(z)) = lim f(z)- lim g(z)
Jezeli dodatkowo dla D > x z pewnego otoczenia xg g(x) # 0 oraz lim g(z) # 0, to
T—x0
4- .
; ) Jim f(z)
w0 g(x)  lim g(z)
T—x0

Dowdd. Ponownie skorzystamy z definicji Heinego. Niech {z,, },en bedzie ciggiem spelniajacym zalozenia definicji(w przypadku
4 niech dodatkowo elementy tego ciagu naleza do tego otoczenia xg, dla ktérego g(z) # 0). Wtedy f(x,) "—> a,g(z,) "— b
i z odpowiednich twierdzen o ciaggach otrzymujemy teze. O

Twierdzenie 4 (O trzech funkcjach). Niech X,Y bedq przestrzeniami metrycznymi, D C X, f,g,h: D — 'Y bedg funkcjami

takimi, Ze dla pewnego otoczenia punktu zo g(x) < f(x) < h(x), oraz lim g(x) = lim h(z) = a. Wowczas lim f(z) = a.
T—To T—xTQ T—X0

Dowdéd. Ponownie skorzystamy z definicji Heinego. Wezmy ciag Heinego, ktorego elementy nalezg do otoczenia xg, w ktorym

jest zachowana nier6wnos¢ g(z) < f(x) < h(z). Wowczas z twierdzenia o trzech ciagach uzyskujemy teze. O



Przyklad 2.

Obliczyé granice

wllrg V- cos(=)
-1 < cos(H) < 1
VT < Vreos(zz) < VT
| !
0 0



3 Ciaglosé funkcji

3.1 Definicje i ’definicje’

Definicja 4. Niech X,Y beda przestrzeniami metrycznymi, D C X. O funkcji f : D — Y powiemy, ze jest ciagla w punkcie

xo € D wtedy i tylko wtedy, gdy x¢ jest punktem izolowanym zbioru D lub lim f(z) = f(x¢). O funkcji ktora jest ciaglta w
T—x(

kazdym punkcie swojej dziedziny méwimy krotko, ze jest ciagla.

Definicja 5 (’definicja’ Cauchy’ego). Niech (X, p), (Y, o) beda przestrzeniami metrycznymi, D C X. Funkcja f jest ciagla w
punkcie xg € D wtedy i tylko wtedy, gdy

v (p(m,aco) < 8= o(f(z), flw)) < g)

v 3
e>00>0xcD

Definicja 6 (’definicja’ Heinego). Niech X,Y beda przestrzeniami metrycznymi, D C X. Funkcja f jest ciagla w punkcie
xo € D wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu {x, }nen elementéw przestrzeni X zbieznego do zy odpowiadajacy mu
ciag wartosci funkcji f {f(zn)}tnen jest zbiezny do f(zg).

Definicja 7. Niech X,Y beda przestrzeniami metrycznymi, D C X. Funkcja f jest ciagta w punkcie zg € D wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego Oy, - otoczenia punktu f(x¢) istnieje takie Uy, - otoczenie punktu g, ze f(Uz, N D) C Of(zy)-
Symbolicznie:
vV 3 f(U;,;,nD)CO
O (20)Usg ( ’ ) g
Twierdzenie 5. Wszystkie te definicje sq parami réwnowazne.

Twierdzenie 6. Niech X,Y bedg przestrzeniami metrycznymi, D C X. Jezeli f,g: D — Y sq funkcjami cigglymi w punkcie
xo € D, to ich suma, réznica oraz iloczyn réwniez. Jezeli dodatkowo g(xo) # 0, to iloraz 5 rowniez jest funkcjg ciggta w
punkcie xg.

Dowdd. Jest to bezposredni wniosek z odpowiednich twierdzen o granicach funkcji. O
Twierdzenie 7 (O granicy zlozenia). Niech XY, Z bedq przestrzeniami metrycznymi, D C X. Jezeli f : D — Y jest funkcjq
ciggltg w xo, a g: f(D) — Z w yo := f(xo), to funkcja go f : D — Z jest ciggta w xy.
3.2 Zabijanie intuicji

o Cigglosé nie oznacza, ze wykres funkcji da sie narysowa¢ ’bez odrywania otowka’ od kartki.

Przyktad 3.

f@) =3
g:(—00,0)U(1,00)
g(z) =1

e Odwrotnos¢ funkcji ciaglej nie musi by¢ ciagta.

Przyktlad 4.
fi(=00,0)U[1,00) = R

B x dla z € (—0,0)
f(x)—{x_l dla z € [1,00)

e Funkcja Riemanna, okreslona wzorem:

% dla z = *,m € Z,n € N,x — nieskracalny.

f(x):{o dlazeR\Q

Jest ona ciagta dla wszystkich x niewymiernych.



4 Pochodne

4.1 Definicja

Niech f bedzie pewna funkcja rzeczywista(o wartosciach rzeczywistych). Rozwazmy nastepujacy iloraz, nazywany ilorazem

réznicowym:
f(x) = f(=o)
Tr — X

Latwo zauwazy¢, ze jest to wspoOlczynnik kierunkowy prostej przecinajacej wykres funkcji f w punktach (z, f(z)) oraz
(0, f(x0)). Zmierzajac teraz z = do g, uzyskamy prosta styczng do wykresu funkcji f w punkcie zg.

Definicja 8. Niech f: D — R bedzie funkcja, z¢o € D. Granice(o ile istnieje) lim w nazywamy pochodng funkcji f

T—x0 o
w punkcie xg i oznaczamy f'(zg).
Mozemy tez przyjaé oznaczenia:
h:=x—xg
T =x9+ h.

Wtedy nasza granica przyjmuje postaé %ir%w.

Jezeli funkcja f posiada pochodna w punkcie zy to méwimy, ze jest w tym punkcie rézniczkowalna. Jezeli jest rozniczkowalna
w kazdym punkcie pewnego zbioru A, moéwimy, ze jest rézniczkowalna w zbiorze A. W szczegolnosci, jezeli jest rézniczkowalna
w kazdym punkcie swojej dziedziny, méwimy, ze jest rézniczkowalna.

4.2 Twierdzenia podstawowe
Twierdzenie 8. Jezeli funkcja f jest w punkcie xo rézniczkowalna, to jest w tym punkcie ciggla.
Dowdd.

f(z) = f(=o)

Xr — X

fz) =

Obktladajac obie strony granica lim , uzyskujemy
r—Xo

(x —x0) + f(m0)

lim f(z) = f(zo),

r—Xo
czyli f jest ciagta w xg. U

Twierdzenie 9 (O pochodnej zlozenia). Niech f : (a,b) — R,g : (¢,d) — R,zg € (a,b),f rézniczkowalna w xg,g
rézniczkowalna w yo := f(xo). Wowczas g o [ jest funkcjq rézniczkowalng w xo oraz

(g0.f) (zo) = g'(f(x0)) - f'(z0)-
Dowdd. Rozwazymy dwa przypadki.

o Istnieje takie sasiedztwo S, punktu zg, ze VS f(z) = f(xg). Wowczas dla = € Smo%igm") = 0, wiec rowniez
TES, g

0

f'(x0) = 0. Musimy wiec wykazaé, ze (g o f)' (x¢) = 0.

Rozpatrzmy ciag {z, }nen zbiezny do zg taki, ze Van € Syo. Wowezas f(z,) = f(zo), wiec
ne

(9o f)(xo) = lim (gof)(@) = (gof)lzo) _ . 9(f(@n)) = 9(f(z0)) _ .~ 9(f(z0) —9(f(z0)) _ . n_,

T—T0 xTr — ,’L’O n—oo '/I;TL — ,’1:0 n—oo xTr — ZEO n—oo

e Takie sasiedztwo nie istnieje. Wowczas

(99 )(@) ~ (g0 Do) _ | 9U(@) — (9 (z0) _

(90 /(o) = Jim HEEEE L
- i SO T = Ut S

O

Twierdzenie 10 (Pochodna sumy, roznicy, iloczynu, ilorazu). Rozwazmy funkcje f,g : R D (a,b) — R, rdzniczkowalne w
punkcie xg € (a,b). Wowczas:



o (f+9)(xo) = f'(z0) + g'(w0)

(f = 9)'(z0) = f'(z0) — ¢ (20)

(f - 9)(@o) = f'(x0)g(x0) + f(20)g' (x0)

Jezeli dodatkowo g(xg) # 0, to (%)’(mo) = f/(z")g(m‘))( I(z0)g'(z0)

9%(xo)

Dowdd. Dowiedziemy przypadku trzeciego:

(- 9)@) = (- 9)lwo) _ . f(@) - g(x) = f(w0) - glwo) _

(f-9)(zo) = lim

T—ZTo T — X9 T—xTg T — X
— mﬁ_{go flx)g(z) — f(ﬂf)g(xoltJ;(f)g(zo) — f(@o)g(zo) _ xh—>nzlo <f(x)w i g<x0)w> _

= f(z0)g'(x0) + g(x0) f'(20).
O
Zauwazmy, ze dla danej funkcji rozniczkowalnej f(z) mozemy wskazac funkcje, ktora argumentowi funkcji przyporzadkowuje
warto$é pochodnej funkeji f w tym punkcie. Funkcje te nazywamy pochodna funkeji f i oznaczamy f’.

Jezeli f’ jest funkcjg rézniczkowalna, mozemy obliczyé jej pochodna, ktéra nazywamy druga pochodng funkeji f i oznaczamy
f". O funkcji, ktora ma n pochodnych i ktorej n—ta pochodna jest funkcja ciggta mowimy, ze jest klasy C™.

4.3 Wzordéw pare

flx) | =) Uwagi
c 0 ceR
i o -z 1 | o € R, odpowiednie zatozenia do x
sin cos T
cosT —sinx
8T | v # (2k+ 15,k €Z
ctgx =1 x#kn,keZ
arcsing | €(-1,1)
Vi—z? ’
arccosT | =—s ze(—1,1)
arctgr 1_:352
arcctgr Tra?
a® a®lna W szczegolnosci (e) = e”
log, x e W szczegolnosei (Inz) = 1
Przyklad 5.
f(z) = sin” In( ac3)
, z—3 2z 6
f'(z) = 7sin® In( ) - cos In( o ).x—3.4x2

4.4 Zastosowania pierwszej i dalszych pochodnych

Twierdzenie 11 (Zwiazek pochodnej z monotonicznosdcia funkeji). Niech f : (a,b) — R bedzie funkcjq rézniczkowalng w
(a,b). Wowczas zachodzq nastepujgce warunki:

Jesli f jest funkcjq rosngceg, to f'(x) > 0;

Jesli f' >0, to f jest funkcjq silnie rosngcq;

Jesli f jest funkcjg malejgeq, to f'(x) < 0;

Jesli f' <0, to [ jest funkcjq silnie malejgcg.
Definicja 9. Niech f : D — R bedzie funkcja rzeczywista. Jesli dla pewnego otoczenia O, punktu xy € D zachodzi warunek:

VAN

f(z) < f(zo)

\4
2€04,ND

to mowimy, ze funkcja f przyjmuje w punkcie 2y maksimum lokalne(minimum lokalne). Maksima i minima funkcji
okreslamy wspolnie mianem ekstremow funkcji.



Twierdzenie 12 (Warunek konieczny istnienia ekstremum). Jesli f : (a,b) — R jest rézniczkowalna i posiada ekstremum w
punkcie xq, to f'(xg) = 0.

Twierdzenie 13 (Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum). Jesli f : (a,b) — R jest rézniczkowalna i istnieje 0 taka, Ze

Vae(zo—s,20) | () > 0 AVae(ao,z0+deita) [/ (T) < 0, to funkcja [ posiada w punkcie xo maksimum lokalne(po zmianie znakow
nieréwnosci - minimum lokalne).

Przyklad 6. Dany jest stozek o promieniu podstawy 3 i wysokosci 4. Wpisano wen walec, zas w mmniejszy stozek ograniczony

z dotu gdrng podstawq walca wpisano kule. Jakie muszg byé wymiary walca i kuli, by suma ich objetosci byta najwicksza?
Odp. Tkyli = %5 Twalca = 1*76v hwalca = %

Przyklad 7. Pod jakim kgtem przecinajg sie wykresy funkcji f = x> i g = %ﬁg

Odp. Sq one prostopadte.

Druga pochodng wykorzystuje sie do badania wypuktosci i wklestosci funkcji.



