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1. Poczatki

Rozwazania dotyczace przedstawiania liczby jako sumy czterech kwadratéow
pojawiaja sie juz w stynnym dziele Arytmetyka, autorstwa Diofantosa — alek-
sandryjskiego matematyka zyjacego w 3. wieku n. e. W 1621 roku, w przygo-
towanej przez francuskiego matematyka Claude’a Gasparda Bacheta lacinskiej
edycji tego dziela, zamieszczone zostalo nastepujace twierdzenie:

Kazda liczba naturalna jest suma czterech kwadratéw.

Zostalo ono udowodniona przez znanego wtoskiego matematyka Josepha Lo-
uisa Lagrange’a w 1770 roku — dlatego zostalo nazwane jego imieniem.
Dowdd twierdzenia Lagrange’a, ktéry przedstawimy, opiera si¢ na zastosowa-
niu metod algebraicznych. Zanim bedziemy w stanie go przeprowadzi¢, musimy
wprowadzi¢ deficje kilku waznych pojeé¢ algebraicznych i oméwi¢ ich wlasnosci.

2. Kwaterniony Hamiltona

Przypomnijmy, ze liczba zespolong nazywamy kazda liczbe postaci a + bi,
gdzie a oraz b sa liczbami rzeczywistymi, a i jest tak zwang jednostka urojo-
na, ktéra spelnia zaleznoéé i2 = —1. Nie bedziemy tutaj opisywaé konstrukeji
liczb zespolonych; ograniczymy sie jedynie do stwierdzenia, ze typowa konstruk-
cja zbioru liczb zespolonych C opiera sie na wprowadzeniu dzialan dodawania
i mnozenia na parach uporzadkowanych liczb rzeczywistych. Konstrukcja taka
pozwala w prosty sposéb uzasadni¢ najwazniejsze wlasnosci algebraiczne liczb
zespolonych.

Liczby zespolone daja wyrazne korzysci, gdy zostang wykorzystane w geo-
metrii plaszczyzny. Fakt ten sktonit matematykéw do poszukiwan podobnego
systemu, ktéry pozwolilby w analogiczny sposéb opisa¢ przestrzen tréojwy-
miarowq.

Sir William Rowan Hamilton, irlandzki matematyk, byl jedna z oséb,
ktore poszukiwaly odpowiedniego sposobu konstrukcji. Hamilton chcial zdefi-
niowa¢ dziatania na tréjkach uporzadkowanych, tak, aby otrzymaé¢ konstrukcje
o podobnych wlasnosciach do systemu C. Z pewnych przyczyn okazalo sie to
jednak niemozliwe.

W poniedzialek, 16 pazdziernika 1843, podczas spaceru z zong po rodzinnym
Dublinie, Hamiltonowi przyszta do glowy koncepcja wprowadzenia dziatan na
zbiorze czwoérek — a nie tréjek — uporzadkowanych. Idea byta dla niego tak
ekscytujaca, ze wyryl reguty dzialan na kwaternionach na moscie nad Kanaltem



Krélewskim. Pomyst istotnie okazal sie rewelacyjny — czwérki uporzadkowane,
nazwane pézniej kwaternionami odegraly znaczaca role w rozwoju nauki —
przede wszystkim w matematyce, fizyce i astronomii, a ostatnio maja rowniez
szerokie zastosowanie w grafice komputerowe;.

Nakreslimy teraz najwazniejsze idee zwigzane z pojeciem kwaternionéw. Nie
bedziemy tutaj podawaé¢ formalnej konstrukeji — ograniczymy sie jedynie do
wymienienia podstawowych wtlasnosci, ktére wystarcza do naszych bezposred-
nich celéw. Podkreslamy tutaj, ze takie podejécie nie daje nam informacji na
temat tego czym tak naprawde jest kwaternion; niemniej jednak przy definio-
waniu jakichkolwiek liczb wazne jest, aby definicja zapewniala nam pozadane
wlasnosci — kwestia budowy nie odgrywa na ogél zadnej roli. W szczegdlnosci,
kwaterniony mozna definiowaé zaréwno jako uporzadkowane pary liczb zespo-
lonych, jak i pewne szczegélne macierze kwadratowe — w obu przypadkach
otrzymujemy identyczny pod wzgledem wlasnosci obiekt.

Okreslenie kwaternionu, ktore przyjmiemy jest podobne do okreslenia liczby
zespolonej; jak sie wkrotce przekonamy, kazda liczba zespolona jest kwaternio-
nem.

Okre$lenie 2.1. Kwaternionem nazywamy wyrazenie £ = a + bi + ¢j + dk,
gdzie a, b, c,d sa liczbami rzeczywistymi. Zbiér wszystkich kwaternionéw ozna-
czamy symbolem H.

Okreslenie 2.2. Niech £ = a + bi + ¢j + dk oraz £ = a' + Vi+ j+ d'k.
Kwaterniony &, &' nazywamy réwnymi jeSlia =a ANb=V Ae= Ad=d'.

Wprowadzimy teraz dzialanie dodawania i odejmowania kwaternio-
néw. Sa one bardzo podobne do odpowiadajacych im dzialan na liczbach ze-
spolonych.

Okreslenie 2.3. Niech £ = a + bi +c¢j + dk oraz & = o +V'i—+ cj+ d'k
Sumg kwaternionéw ¢, ¢ nazywamy kwaternion & + ¢ = (a +d') + (b +
b )i+ (c+)j+ (d+d')k. Roznicg kwaternionéw &, ¢’ nazywamy kwaternion
E—¢ =(a—ad)+B-V)i+(c—)j+ (d—d)k.

Znacznie bardziej zlozone jest wprowadzenie dziatania mnozenia. Zanim
podamy ogdélny sposéb mnozenia kwaternionéw, zatrzymamy si¢ na chwilg nad
okreséleniem mnozenia jednostek i, j, k. Jednostki te sa oznaczane kolejnymi
trzema literami alfabetu tacinskiego. Nie jest to przypadek — przy mnoze-
niu tych jednostek decydujaca role odgrywa ich kolejnosé, czesciowo okreslona
przez kolejnos¢ alfabetyczna.

Przyjmujemy, ze bezposrednio po i nastepuje j, a bezposrednio po j nastepuje
k. Ponadto, dla naszych celow przyjmijmy, ze bezposrednio po k nastepuje i. Ze-
finiowaliSmy quasi-alfabetyczng kolejno$é; w przeciwienstwie do ,zwyklej”
kolejnosci alfabetycznej, kazda jednostka ma jedna nastepujaca bezposrednio po
niej.

... ijkijkijkijkijkijkijkijk . . .

Jest oczywiste, ze w podobny sposéb mozemy okreéli¢ odwrotng kolejnosé
quasi-alfabetyczna:

... kjikjikjikjikjikjikjikji. .



Pokazemy teraz, jak powyzsze rozwazania maja sie do regul mmnozenia
jednostek w kwaternionach. Zauwazmy, ze iloczyn dwoch jednostek jest jednej
z nastepujacych postaci:

1. Dwie kolejne w sensie kolejnosci quasi-alfabetycznej jednostki. Sa
to iloczyny ij, jk oraz ki. W kazdym z tych przypadkéw wynikiem bedzie
jednostka nastepujaca bezposrednio po drugim czynniku. Méwiac inaczej,
wynikiem bedzie jednostka, ktéra nie wystepowala w tym iloczynie. Na
tej zasadzie mamy wiec: ij = k, jk =i oraz ki =j.

2. Dwie kolejne w sensie odwrotnej kolejnosci quasi-alfabetycznej
jednostki. Sa to iloczyny ji, kj oraz ik. W kazdym z tych przypadkow
wynikiem bedzie jednostka bezposérednio poprzedzajaca pierwszy czynnik,
ale ze znakiem minus. Méwiac inaczej, wynikiem bedzie —1 razy jednostka,
ktéra nie wystepowala w tym iloczynie. Na tej zasadzie mamy wiec: ji =
-k, kj = —i oraz ik = —j.

3. Dwie identyczne jednostki. Sa to iloczyny ii = i?, jj = j? oraz kk = k2.
Kazdy z tych iloczynéw jest réwny —1. Mamy wiec: i2 = j2 = k? = —1.

Okreslone powyzej reguly nazywamy regulami mnozenia. Zeby pomnozy¢
dwa dowolne kwaterniony, mnozymy kazdy sktadnik pierwszego przez kazdy
sktadnik drugiego i dodajemy wyniki — jak w przypadku mnozenia wielomia-
néw. Nastepnie, korzystajac z regul mnozenia zamieniamy wyrazenia w rodzaju
2ji, —k?, czy 5ki na prostsze wyrazenia — w tym przypadku bytyby to odpo-
wiednio: —2k, 1, 5j. Nastepnie porzadkujemy sume doprowadzajac ja do postaci
& =a+bi+ cj+ dk, gdzie a,b,c,d € R.

Przyktad 2.4. 3+i—j+2k)(1—-i+3j—2k)=3(1—-i+3j—2k)+i(l—i+
3j—2k) —j(1—i+3j—2k)+2k(1 —i+3j—2k)=3-3i+9j—6k+i—i*+
3ij — 2ik — j +ji — 3j% + 2jk + 2k — 2ki + 6kj —4k?> =3 - 31+ 9j — 6k +i+ 1 +
3k+2j—j—k+3+2i+2k—2j—6i+4=11—-6i+8j—2k

Przyklad 2.5. (i+j)(1+k) =i(1+k)+j(1+k) = i+ik+j+jk =i—j+j+i=2i
I+k)(i+j)=i+j+k(i+j)=i+j+ki+kj=i+j+j—1=2j
2i=0+2i+0j+0k

2j=040i+2j+ 0k

Kwaterniony 2i oraz 2j réznia si¢ wspdlczynnikami przy jednostce i (jak réwniez
przy j), dlatego nie sa réwne.

i+ +k) #1+k)(i+])

Whniosek 2.6. Mnozenie kwaternionow nie jest przemienne.

Uwaga 2.7. Kazda liczba rzeczywista z jest kwaternionem: x = z+0i+0j+0k.
Kazda liczba zespolona z jest kwaternionem: z = a + bi = a + bi + 0j + Ok.
RCCCH

Definicja 2.8. Kwaternion & = a + bi + ¢j + dk, ktorego wszystkie wspot-
czynniki a, b, ¢, d sa liczbami catkowitymi nazywamy kwaternionem o wspot-
czynnikach catkowitych. Zbior wszystkich kwaternionéw o wspotczynnikach
catkowitych oznaczamy symbolem H(Z).

Oznaczenie 2.9. Niech p € P. Zbiér wszystkich kwaternionéw caltkowitych,
ktorych wszystkie wspolczynniki sa podzielne przez p oznaczamy symbolem

pH(Z).



Definicja 2.10. Kwaternion & = a + bi + ¢j + dk, ktorego wszystkie wspot-
czynniki a, b, ¢, d sa liczbami wymiernymi nazywamy kwaternionem o wspot-
czynnikach wymiernych. Zbior wszystkich kwaternionéw o wspotczynnikach
wymiernych oznaczamy symbolem H(Q).

Uwaga 2.11. Natychmiast z definicji wynikaja dosy¢ oczywiste inkluzje: Z C
H(Z), Q € H(Q) oraz H(Z) € H(Q) € H.

3. Sprzezenie i wartos¢ bezwzgledna kwaternio-
nu

Definicja 3.1. Sprzezeniem kwaternionu £ = a + bi + ¢j + dk nazywamy
kwaternion £* := a — bi — ¢j — dk. Kwaternion £* nazywamy kwaternionem
sprzezonym z £.

Uwaga 3.2. Jezeli z =a + bi, to 2* = a — bi — 0j — 0k = a — bi = Z. Definicja
sprzezenia dla kwaternionéw jest zatem uogdlnieniem definicji sprzezenia licz-
by zespolonej. W zwiazku z tym, sprzezenie kwaternionu ¢ bedziemy réwniez
oznaczaé symbolem €.

Definicja 3.3. Wartoscia bezwzgledna kwaternionu £ = a + bi + ¢j + dk
nazywamy liczbe rzeczywista ||¢|| := Va2 + b2 + 2 + d=.

Uwaga 3.4. Jezeli z € R, to z = .+ 0i+0j + 0k, a wiec ||z|| = Va2 +3-0% =
Va2 = |z].

Jezeli z € C, czyli z = a + bi, to z = a + bi + 0j + 0k, a zatem [|z|] =
Va2 + b2 +02 402 = |z].

Wynika stad, ze definicja wartosci bezwzglednej kwaternionu jest uogélnieniem
definicji wartosci bezwzglednej liczby rzeczywistej i zespolonej. W zwiazku war-
to$¢ bezwzgledna kwaternionu £ bedziemy oznaczaé¢ symbolem |€].

Uwaga 3.5. Zbior wszystkich kwaternionéw postaci x + yi 4+ zj + Ok mozemy
utozsamiaé¢ ze zbiorem wszystkich uporzadkowanych tréjek (x,y,z) o wspél-
rzednych rzeczywistych, a wiec réwniez z przestrzenia tréojwymiarowa. |z +
yi+ zj| = Va2 + y% + 22 jest odlegloscia punktu (z,y, z) od poczatku uktadu
wspoélrzednych.

Twierdzenie 3.6. Dla kazdego kwaternionu & prawdziwa jest réwnosc:
gE=¢= ¢l

Dowdéd. Niech € = a+ bi+ cj+ dk; a,b,c,d € R.

E=a—-bi—cj—dk

¢€ = (a+bi+cj+dk)(a—bi—cj—dk) = a® —abi— acj — adk + abi — bi — bcij —
bdik + acj — beji — 2§ — cdjk + adk — bdki — cdkj — d?k? = a? — abi— acj — adk +
abi+b? — bck + bdj + acj + bek + ¢ — edi+ adk — bdj + cdi + d? = a® + b2 + ¢ + d?
&€ = (a—bi—cj—dk)(a+bi+cj+dk) = a® +abi+acj+ adk — abi — b%i2 — beij —
bdik — acj — bcji — ¢%j? — cdjk — adk — bdki — cdkj — d°k? = a® + abi+ acj+ adk —
abi+ b2 — bck + bdj — acj + bck + ¢ — cdi — adk — bdj + cdi+d? = a® +b? + 2+ d?
16172 = (Va2 + b2 +c2 +d?)? =a? +b* + 2 + d? O




Twierdzenie 3.7. Dla dowolnych kwaterniondw &£, &' prawdziwa jest réwnodé:
£r=71

Dowdd. Niech £ =a+ bi+ cj+dk; a,b,c,d € R.

' =d +VvVi+dj+dk; a,b,c,d eR

&' =(a+bi+c¢j+dk)(a + i+ j+ d'k) =ad + ab'i+ ac’j+ ad’k + ba'i +
BY'i2 + bij + bd'ik + ca'j + cb5i + cc' 2 + cd'k + da’k + db'ki + d'kj + dd'k2 =
aa’ +ab'i+acdj+ad'k+ba'i —bb’' + b’k —bd'j+ ca'j— cb'k — cc’ + cd'i+ da’k +
db'j —dcdi—dd = (aa’ = bV —cc —dd') + (ab' + ba’ + c¢d' — dc' )i+ (ac’ — bd' +
ca' +db)j+ (ad 4+ bd’ — b + da’ )k

£-& =(aa = b —cd —dd') + (—abl —ba’ — ed' + dc)i+ (—ad + bd' — ca’ —
db)j+ (—ad —bc’ + cb' — da' )k

f=d -Vi-dj—dk

E=a—-bi—cj—dk

&&= (a—-Vi-j—dk)(a—bi—cj—dk) =aa’ —a'bi—ad'cj—a'dk — bai+
b'bi% + b/ cij + b'dik — ¢'aj + ¢'bji + c'cj? + ' djk — d’'ak + d'bki + d'ckj + d'dk? =
aa’ —ba'i —cd'j—da’'k — ab'i—bb' + b’k —db'j —ac'j— b’k — e’ +dc'i — ad'k +
bd'j — cd'i — dd' = (aa’ — bV — e’ — dd') + (—ab — ba' — cd' + dc )i+ (—ad +
bd' — ca’ — db')j+ (—ad’ —bc’ + b — da')k

£-&=¢-¢ 0

Whniosek 3.8. Dla dowolnych kwaterniotéw &, &' prawdziwa jest réwnosé:
€' = g1
Dowdd. [€€'|> = €6€- & = €€ - £ = E[¢'|PE = |¢/16 = [¢'Plef = €€’ D

4. Tozsamosé Eulera

Sformulujemy teraz i udowodnimy jedna z wazniejszych tozsamosci w teorii
liczb; mianowicie, tozsamo$¢ Eulera.

Twierdzenie 4.1 (Tozsamos$é¢ Eulera). Dla dowolnych a,b,c,d,a’,b',¢',d € Z
nastepujgca réwnoéé jest prawdziwa: (a®>+b*+c?+d?)(a? +b +c?+d'?) = (aa’'+
bb' +cc’ +dd')?+(ab’ —ba’ —cd'+dc’)?+(ac’ +bd' —ca’ —db')*+ (ad’ —bc' +cb’ —da’)?

Dowdéd. Niech:

£=a—bi—cj—dk

=d +Vi+dj+dk

|€|2‘§/|2 — (aQ + b2 + 82 —|—d2)(&/2 + b/2 _|_C/2 _|_d/2)

&' =(a—bi—c¢j—dk)(a' +bi+ j+ d'k) =ad’ +ab'i+ ac’j+ ad'’k — ba'i —
BY'i2 — bij — bd'ik — ca'j — cb'ji — cc'§2 — cd'k — da’k — db'ki — d'kj — dd'k2 =
aa’ +ab'i+acdj+ad'k —ba'i+bb — b’k +bd'j—ca'j+ cb'k +cc’ —cd'i—da'k —
db'j+ddi+dd = (aa’ + bV +cc +dd') + (abl —ba' — ed 4+ dc')i+ (ad’ +bd' —
ca' —db)j+ (ad' — bd' + b — da’ )k

1€¢1? = (ad’ +bb +cc +dd")? + (ab’ —ba’ — cd' +dc’)? + (ac’ +bd’ — ca’ — db')? +
(ad' — b’ + cb’ — da’)?

Ale [E2I€'] = [¢€'1%, cayli

(@®+ 0>+ +d*)(a?+ b2+ % +d?) = (ad’ + bV + cc +dd')? + (ab — ba’ —
cd +dc')? + (ac’ + bd' — ca’ — db')? + (ad’ — bc’ + cb' — da’)? O



7 tozsamosci Eulera wynika natychmiast niezwykle istotny wniosek.
Whniosek 4.2. Iloczyn sum czterech kwadratow jest sumg czterech kwadratow.
Kolejny wniosek odegra znaczaca role w dowodzie twierdzenia Lagrange’a.

Whniosek 4.3. Twierdzenie Lagrange’a jest rownowazne nastepujgcemu twier-
dzeniu: Kazda liczba pierwsza jest sumgq czterech kwadratéw liczb cal-
kowitych.

Dowdd. Implikacja (=) jest oczywista. Udowodnimy implikacje odwrotna. Niech
m € N. Rozwazmy trzy mozliwosci:

1. m=1
Wtedy m = 12 + 0% + 02 + 02.

2. meP
Wtedy m jest sumg czterech kwadratéw z zalozenia.

3. m jest liczba zlozona.
m=p" ... pt P, pn EP; aq,...,an EN
7 zalozenia:
p1 = a% +b% +C% +d%, al,bl,Cl,dl €7

Pn = a% —&—bi —l—ci —|—di; Apy by, Cn,d, €7

Zatem:

m = (af + b7 +cf +d)* ... (a} + b, +cf +dp)on

Ale iloczyn sum czterech kwadratéw jest suma czterech kwadratéw. Wy-
nika stad, ze m jest suma czterech kwadratow.

O

5. PiersScienie

Pierscienie sg jednymi z podstawowych obiektéw w algebrze. Oprécz definicji
podamy takze kilka ich podstawowych wtasnosci, ktére okaza sie przydane na
naszej drodze do udowodnienia twierdzenia Lagrange’a. Zanim jednak bedziemy
w stanie podaé¢ definicje pierscienia, musimy zdefiniowaé¢ nieco prostszy obiekt
Nnoszacy nazwe grupy.

Definicja 5.1. Zbiér G z dzialaniem x nazywamy grupa, jesli spelnione sa
nastepujace warunki:

1. Va,b,c € G((a*b) xCc=ax (b*c)) (tacznosé)

2. Je € GVa € G(exa = a*e = a) — taki element e nazywamy elementem
neutralnym

3. Va € Gb € G(a*b=>b*a =e) — taki element b nazywamy elementem
odwrotnym do elementu a.

Definicja 5.2. Grupe G z dzialaniem x nazywamy grupa abelowa, jesli Va, b €
Glaxb=bx*a).



Symbolem dziatania niekoniecznie musi byé *. NajczeSciej dzialanie ozna-
czamy symbolem + lub . W pierwszym przypadku moéwimy, ze dziatanie jest
zapisane addytywnie — element neutralny nazywamy wtedy zerem i ozna-
czamy symbolem 0. Zamiast méwié¢ o elemencie odwrotnym moéwimy wowczas
o elemencie przeciwnym. W drugim przypadku méwimy, ze dzialanie jest
zapisane multiplikatywnie — element neutralny nazywamy wtedy jedynka
i oznaczamy symbolem 1.

Twierdzenie 5.3. Niech G bedzie grupg.
1. Element neutralny grupy G jest unikalny.

2. Dla kazdego a € G element odwrotny b do elementu a jest jednoznacznie
okreslony. Oznaczamy go symbolem a1 lub symbolem —a jesli dzialanie
jest zapisane addytywnie.

3. Ya € G((UFI)_1 = a)

4. Va,be G((ab) =bta )
Dowdd. Dowodzimy kolejno odpowiednich punktéow twierdzenia:
1. Jezeli e, €’ sa elementami neutralnymi grupy G, to e = ee’ = ¢’.
2. JeSliab=ba =eoraz ab =ba=-e, tod =be=">'(ab) = (Va)b =eb=h.

3. Z definicji mamy aa~! = a~'a = e, zatem elementem odwrotnym do a~

jest a.

1

4. (ab)(b"ta ) =a(bHat =aeat =aa"t=¢
(b~ta 1) (ab) = b Y (ata)b=b"leb=b"lb=¢

O

Definicja 5.4. Mdéwimy, ze niepusty podzbiér H grupy G jest podgrupa w G,
jezeli Ve,d € H(cd ' € H).

Twierdzenie 5.5. Niech H bedzie podgrupg grupy G z dzialaniem -.
1. Element neutralny e grupy G nalezy do H.
2. Ve,d € H(ed € H)
3. Zbior H z dzialaniem -|gxm jest grupg.

Dowdd. Dowodzimy kolejno odpowiednich punktéw twierdzenia:

1. H # @, zatem pewien element ¢ zbioru G jest réwniez elementem zbioru
H. Wynika stad, ze cc™! € H, ale cc™! = e, a wiec e € H.

2. Niech ¢,d € H. Poniewaz e € H, zatem ed™' € H. Ale ed™! = d~!, a wiec
d~! € H. Poniewaz dodatkowo ¢ € H, zatem c¢(d~!)~! =cd € H.



3. Udowodniliémy juz, ze element neutralny jest elementem H oraz, ze H
jest domkniety ze wzgledu na dziatanie -. Ponadto wiemy juz, ze kazdy
element zbioru H ma element odwrotny w H. Ostatnim koniecznym do
sprawdzenia, warunkiem jest laczno$¢é — jednak oczywiste jest, ze jesli
dzialanie jest laczne, to dzialanie zawezone rowniez jest taczne.

O

Mozemy teraz podaé definicje pierscienia. Ta struktura algebraiczna odegra
znaczacay role w dowodzie twierdzenia Lagrange’a.

Definicja 5.6. Zbiér R z dzialaniami + i - nazywamy pierscieniem, jesli
spelnione sa nastepujace warunki:

1. Zbiér R z dziataniem + jest grupa abelowa; element neutralny tej grupy
oznaczamy przez 0.

2. Va,b,ce R(a(bc) = (ab)c)

3. Va,b,ce R (a(b +¢) =ab+acA(a+b)c=ac+ bc) (rozdzielno$é mnozenia
wzgledem dodawania).

Definicja 5.7. Pierscien R nazywamy pierscieniem przemiennym jedli Va, b €

R(ab = ba).

Definicja 5.8. Piericien R nazywamypierscieniem z jedynka jesli R # {0}
oraz mnozenie ma element neutralny — ktéry nazywamy jedynka pierécienia
i oznaczamy symbolem 1.

Definicja 5.9. Pierscien z jedynka R nazywamy pierscieniem z dzieleniem,
jesli Va € R\{0}3b € R(ab =ba = 1).

Przyktad 5.10. Zbiér H z dodawaniem i mnozeniem tworzy pierscien z dzie-

leniem. Elementem odwrotnym dla £ # 0 jest kwaternion % Istotnie, je-
3 >3 2

§li & # 0, to [€]2 #O—zewzorumamyf-ﬁ = % = % = 1 oraz

2
# &= % = % = 1. Natomiast H z dodawaniem i mnozeniem nie jest

pierscieniem przemiennym, jak juz sie przekonalismy.

Przyklad 5.11. Zbiér H(Z) wraz z dzialaniami dodawania i mnozenia tworzy
pierscien z jedynka.

Przyklad 5.12. Zbiér H(Q) z dzialaniami dodawania i mnozenia jest pier-
$cieniem z dzieleniem.

Twierdzenie 5.13. Niech R bedzie pierscieniem.

1. Ya € R(0a = a0 = 0)
2. Va,b e R((—a)b — a(=b) = —(ab))
3. Jesli R jest pierscieniem z jedynkg, to Va € R((—l)a = —a>,

4. Jesli R jest niezerowym pierscieniem z jedynkq, to 1 # 0.



Dowdd. Dowodzimy kolejno odpowiednich punktéw twierdzenia:

1. 0a = 0a+ 0a — (0a) = (0 + 0)a — (0a) = 0a — (0a) =0
a0 = a0 + a0 — (a0) = a(0 + 0) — (a0) = a0 — (a0) =0

2. (—a)b+ab=(—a+a)b=0b=0
a(=b)+ab=a(-b+b)=a0=0

3. (-1)a=—(1la) = —a

4. Przypusémy, ze 1 = 0. Wtedy dla dowolnego a € R: a = al = a0 = 0,
czyli R jest pierscieniem zerowym — sprzecznosc.

O
Jednym z waznych poje¢ zwiazanych z pierécieniami jest pojecie ideatu.

Definicja 5.14. Niech R z dziataniami + i - bedzie pierécieniem. Zbiér I C R
nazywamy idealem prawostronnym pierscienia R jesli:

1. I z dzialaniem + tworzy podgrupe R;
2. Ya € IVr € R(ar € I)

Jezeli natomiast zbiér I C R spelnia warunki:
1. I z dodawaniem jest podgrupa R;
2. Ya € IVr € R(ra € I)

to I nazywamy lewostronnym idealem pierscienia R.
Dodatkowo, jesli I # R, to ideal I nazywamy wlasciwym.

Uwaga 5.15. Jest jasne, ze w przypadku pierécieni przemiennych rozréznie-
nie idealéw prawostronnych i lewostronnych nie ma sensu. Jezeli podzbiér I
pierscienia przemiennego spelnia warunki definicji idealu prawostronnego (lewo-
stronnego), to spelnia réwniez warunki ideatu lewostronnego (prawostronnego).
Taki zbiér I nazywamy krotko ideatem.

6. Ciata Z,

Definicja 6.1. Zbiér F z dzialaniami + i - nazywamy cialem, jesli spelnione
sa nastepujace warunki:

1. F z dzialaniem + jest grupa abelowa

2. F\{0} z dzialaniem - jest grupa abelowa
3. Va,b,ce F((aer)c: ac+bc)

Twierdzenie 6.2. Jezeli F' jest cialem, to Va,b € F(ab=0=a=0Vb=0).

Dowdéd. Przypusémy, ze ab = 0 dla a,b € F\{0}. Jednakze b= 1-b = (a"ta)b=
a"t(ab) = a0 = 0 — sprzecznosé. O



Definicja 6.3. Niech p bedzie liczbg pierwsza. Zbiorem Z, nazywamy zbiér
{0,1,...,p — 1}. Dla dowolnych elementéw a,b zbioru Z, ich sumg modulo
p nazywamy reszte z dzielenia sumy a + b przez p; ich iloczynem modulo p
nazywamy reszte z dzielenia iloczynu ab przez p.

Sume i iloczyn bedziemy oznacza¢ w taki sam sposob jak ,zwykla’ sume
i iloczyn. To, czy piszac a + b mamy na my$li sume czy sume modulo p, gdzie
p = 2,3,5,7,11,... bedzie zawsze wynikalo z kontekstu. Analogiczna uwaga
odnosi sie do iloczynu.

Twierdzenie 6.4. Dla dowolnej liczby pierwszej p zbior Zy, z dodawaniem mo-
dulo p © mnozZeniem modulo p jest cialem.

Dowdd. Przemienno$c¢ i tacznosé dodawania i mnozenia sa oczywiste. Elemen-
tem neutralnym dodawania jest 0, a elementem neutralnym mnozenia jest 1.
Liczba przeciwng do a € Z,, jest oczywiscie —a = p—a. R6wnosé a(b+c) = ab+ac
uzasadniamy za pomoca indukcji po a: 1(b+¢) = b+ ¢ = 1b + le. Zaldzmy,
ze (a—1)(b+c¢) = (a — 1)b+ (a — 1)c. Korzystajac z tego zalozenia otrzy-
mujemy a(b+c¢) = (a—1)(b+c)+(b+c)=(a—1Db+(a—1l)c+b+c =
(a=1b+b+ (a—1)c+ c = ab+ ac. Na koniec pozostalo nam pokazaé, ze
kazdy element a # 0 ma element odwrotny. Tutaj po raz pierwszy skorzystamy
z zalozenia, ze p € P. Mianowicie, jesli a # 01 b # 0, to iloczyn ab nie jest
podzielny przez p, to znaczy ab # 0. Ustalmy a € Z, i zauwazmy, ze p — 1 ilo-
czynéw: al, a2, ..., a(p — 1) musi by¢ parami réznych — gdyby dla pewnych
b, c € Z,\{0}, b # ¢ zachodzilo ab = ac, to stad a(b—c) =0, gdzie b —c # 0 —
sprzeczno$é. Zatem p — 1 iloczynéw al, a2, ..., a(p — 1) jest parami réznych,
a poniewaz zaden z nich nie jest réwny zeru, wigc wéréd tych iloczynéw istnieje
taki, ktéry jest rowny 1. O

7. Preludium do dowodu twierdzenia Lagrange’a

Udowodnimy teraz dwa lematy, za pomoca ktérych bedziemy mogli udowodnié
twierdzenie Lagrange’a.

Lemat 7.1. Vp € P3z,y € Z,(2®> + y*> + 1 =0)

Dowdd. Dla p = 2 lemat jest oczywisty. Istotnie, ktadac z = 11 y = 0 otrzmu-
jemy 22 + 32 +1=1+0+1=0.

Zalézmy teraz, ze p > 2. Niech a,b € Z,. Zauwazmy, ze a*> = b* < (a —
b)(a+b) =0« a=>bVa= —b, gdzyz Z, jest cialem. Jest jasne, ze a =
—a < a = 0. Z naszych rozwazan wynika, ze mozemy podzeli¢ zbiér Z,\{0}
na pT_l par postaci {a,b}, gdzie a # b i a® = b*>. W efekcie zbior {z?},¢z, ma
prl +1= p—;l clementéw. Wynika stad, ze réwniez zbiory X = {2? + 1},¢z,
oraz Y = {—y*},ez maja % elementéw. Zbiory X oraz ) sa podzbiorami
p-elementowego zbioru Z,, a zatem nie moga by¢ roztaczne. Oznacza to, ze dla

pewnych x,y € Z, zachodzi réwnosé 22 +1=—y% czyliaz® +9y> +1=0. O

Whiosek 7.2. Dla dowolnej liczby pierwszej p istniejq takie x,y € Zy, Ze kwa-
ternion £ = 1 4 xi+ yj spelnia zaleznosé €€ = 0.
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Dowdd. Niech p bedzie liczba pierwsza.
Z lematu wynika, ze istnieja takie liczby z,y € Z,, ze 22 + y? + 1 = 0. Niech

E=1+taitu =l = (VIT2 1) =0 0

Wniosek 7.3. Dia dowolnej liczby pierwszej p pierscieri H(Z,) nie jest pier-
Scieniem z dzieleniem.

Dowdéd. Niech p bedzie liczba pierwsza.

Z poprzedniego wniosku wynika, ze istnieja takie x,y € Z,, ze dla kwater-
nionu & = 1 + i + yj prawdziwa jest réwnoéé £€ = 0. Oczywidcie £ # 0, zatem
jesli pokazemy, ze £ nie ma elementu odwrotnego, to zakonczymy dowdd.

Przypusémy, ze £ ma element odwrotny £ 1. Poniewaz £€ = 0, zatem £ ~16€ =
0. Ale £71¢€=1-€ =€, czyli € =0 — sprzecznodé. O

Whiosek 7.4. Dla dowolnej liczby pierwszej p istniejg takie liczby x,y € Z, Ze
ple® +y* + 1.
Dowdd. Niech p bedzie liczba pierwsza.

Wiemy juz, ze istnieja takie liczby =,y € Z, ze 2 + %> +1 = 0 w ciele L.
Ale z definicji dzialan w Z, oznacza to, ze p|lz? + y? + 1. O

Pokazalismy, ze dla kazdej liczby pierwszej p istnieje kwaternion n = 1+xi+
yj € H(Z) (zalezny od p) taki, ze p|1 + 22 + y2. Okredlmy:

L:={§ e H(Z)|¢n € pH(Z)}.

Jest oczywiste, ze pH(Z) C L oraz, ze 7] € L\pH(Z). Ponadto L jest wtasciwym
idealem lewostronnym pierscienia H(Z).

Definicja 7.5. Niech ¢ € H. Norma kwaternionu ¢ nazywamy liczbe rzeczy-
wista N(€) = [¢]2.

Lemat 7.6 (O dzieleniu kwaternionéw catkowitych). Niech x,q € H(Z), q # 0.
Istniejq y,r € H(Z) takie, ze

z=yq+r, N(r) <N(q).

Ponadto, jesli N(r) = N(q), to 2r = (£1+i+j+ k)q.

Dowdd. Ustalmy x,q € H(Z), q # 0. Poniewaz g # 0, istnieje element ¢~*

odwrotny do ¢ w ciele H(Q). Niech ¢ = ag + a1i + asj + ask bedzie takim
kwaternionem wymiernym, ze xq~! = t, czyli * = tq. Jest jasne, zZe istnieja
liczby calkowite by, b1, ba, bs takie, ze

| =

1

1 1
|ao—bo|<§, |a1—b1|<§, lag — ba| < |a3—b3|<2.

27
Okres$lmy teraz kwaternion y := b+ 0 + b1i + baj + bsk € H(Z). Poldézmy
ro=(t-y)g = (((IO —bg) + (a1 — b1)i + (ag — b2)j + (a3 — bg)k)q. Mamy
x =tq=yq+r,awier =z —yq € H(Z). Ponadto N(r) = N(t — y)N(q) =
((ao - b0)2 + (a1 — 51)2 + (a2 — b2)2 + (az — b3)2)N(Q) <4 iN(Q) = N(g)-
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Zalézmy teraz, ze N(r) = N(q). Zatem N(r) = ((ao — bo)* + (a1 — b1)* +
(a2 — b2)? + (a3 — b3)*)N(g). Wynika stad, ze

(CL() — b0)2 + (a1 — 51)2 + (ag — b2>2 + (a3 - b3)2 =1.
—_— Y Y Y

< < <

Bl
Al
.
I\

Bl

Zatem |ag — bo| = |a1 — by| = |ag — bo| = |ag — bs| = &, czylir = (2 £ i+
1j & 1k)q, czyli 2r = (£1 £ i+ j+ k)q. O

8. Dowdd twierdzenia Lagrange’a

Podamy teraz dowdd twierdzenia Lagrange’a.

Twierdzenie 8.1 (Lagrange’a). Kazda liczba naturalna jest sumg czterech kwa-
dratow.

Dowdd. 7 naszych rozwazan wiemy juz, ze twierdzenie Lagrange’a jest rowno-
wazne twierdzeniu ,,Kazda liczba pierwsza jest suma czterech kwadra-
tow”. To zdanie z kolei, jest rownowazne wypowiedzi ,,Dla kazdej liczby
pierwszej p istnieje kwaternion ¢ € H(Z) taki, ze p = N(q)”. Jezeli p = 2
to w roli ¢ wystarczy wzia¢ kwaternion 1 + i. Niech p > 2. WeZmy kwaternion
q € L\pH(Z) o mozliwie najmniejszej normie. (Ma to sens, gdyz norma kazdego
z kwaternionéw w tym zbiorze jest liczba naturalna badZ zerem.)

Kwaternion ¢ mozna przedstawi¢ w postaci ¢ = w + ¢g + c1i + ¢2j + c3k,
gdzie w € pH(Z) oraz cg, c1, cg2, c3 sa takimi liczbami catkowitymi, ze

p—1 <o < p—1

9 X G x 9
dlas=0,1,2,3.

Zauwazmy, ze N(q¢ — w) < 4% < p?. L jest ideatem, a wigc poniewaz
q,w € L, zatem réwniez ¢ — w € L. N(g) jest minimalna, ponadto 1,1,j,k ¢ L,
wiec 1 < N(q) < p%.

Z lematu o dzieleniu kwaternionéw catkowitych z reszta wynika, ze p = yq+r
dla pewnych y,r € H(Z) takich, ze N(r) < N(g). £ jest idealem lewostronnym
H(Z), a wiec r =p —yq € L.

Rozwazmy teraz dwie sytuacje.

1. N(r) < N(q)
Poniewaz N(g) jest minimalna oraz kazdy niezerowy element pH(Z) ma
norme nie mniejsza niz p?, zatem r = 0.
Stad otrzymujemy, ze p = yq, wiec p> = N(p) = N(y)N(q), co biorac
pod uwage, ze p jest liczba pierwsza i ze 1 < N(q) < p? pozwala nam
stwierdzié¢, ze N(q) = p.

2. N(r) =N(g)

Z lematu o dzieleniu kwaternionéow catkowitych z reszta wynika, ze 2p =
(2y £1+i+j+k)q. Dla pewnej liczby naturalnej n musi zachodzié¢ N(2y +
1+i+j+k) = 4n. Stad otrzymujemy, ze 4p? = N(2p) = 4nN(q). Wynika
stad, ze 1 < N(q) < p?, czyli — poniewaz p € P — ze p = N(q).

O
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