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1. Badanie przebiegu zmiennosci funkcji

Stosunkowo tatwo jest narysowaé¢ wykresy znanych funkcji, np. funkcji

liniowej, kwadratowej, wielomianowej czy wyktadniczej. Drogi Czytelniku!
Jezeli zastanawiales sie kiedys, jak szkicowaé¢ wykresy nieco bardziej skom-
plikowanych funkcji i niech chcesz w tym celu uzywaé¢ wszechobecnych dzis
komputeréw albo po prostu akurat nie dysponujesz takim sprzetem (czy to w
ogble mozliwe? :)), to ten rozdzial moze by¢ dla Ciebie ostatnia (a wlasciwie
réwnie dobrze pierwsza, druga czy tez n-ta, gdzie n € N) deska ratunku.

1.1. Co i jak, czyli troche teorii
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Oto szczegotowy plan utatwiajacy badanie przebiegu zmiennosci funkeji:
Dziedzina i przeciwdziedzina funkcji

Wilasnosci geometryczne wykresu (parzysto$¢, nieparzysto$é, miejsca ze-
rowe, punkty przeciecia z osiag OY, znak funkcji)

Granice funkcji na koncach przedziatow dziedziny

Wstepny szkic wykresu

Obliczenie pochodnej funkcji

Przedziaty monotonicznosci i ekstrema funkeji

Przedzialy wypuktodci i punkty przegiecia

Asymptoty

Szkic wykresu

Przyjrzyjmy sie¢ teraz poszczegdlnym etapom sporzadzania wykresu.
1.

Wyznaczamy tu dziedzine funkcji - zwracamy uwage na miejsca zerowe
mianownika, wyrazenia pod pierwiastkiem, dziedzing logarytmu i inne
ciekawe putapki. Czasem warto sie réwniez dowiedzie¢, jaki jest zbidr
wartosci funkcji.
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Rysunek 1. Wykres funkcji f(z) = 22

2. — Funkcje f: R — R nazywamy parzystg, jezeli
N f(=z) = f(z)
z€eR

Wykresy funkcji parzystych sa wiec symetryczne wzgledem osi OY,

np. f(z) =22, (rys. 1).
— Funkcje f: R — R nazywamy nieparzystq, jezeli
N f(=z) = —f(z)
zeR
Wykresy funkcji nieparzystych sa wiec symetryczne wzgledem poczat-
ku uktadu wspotrzednych, np. f(x) = 23, (rys. 2).
— Kolejnym waznym punktem jest wyznaczenie miejsc zerowych, punk-
tow przeciecia z osig OY oraz znaku funkcji, np. dla funkcji

flz)=2% -3z +2
miejscami zerowymi sa x1 = 1, x5 = 2, f przecina 0§ OY w punkcie
(0,2),
flz) >0 x € (—o00,1)U(2,+00)
flz) <0< xe(l,2).

3. Obliczamy teraz granice na koncach przedziatéw dziedziny, a wiec takze
w —oo, +00. Najczesciej pojawiajace sie granice to:

Iim — =0
T——00 I
1
Iim —=0
T—+00
1
lim — = 400
z—0t &
. 1
lim — = -
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Rysunek 2. Wykres funkcji f(z) = 2°

4. W tym momencie warto wstepnie naszkicowa¢ wykres, zaznaczajac miej-
sca zerowe, punkt przeciecia z osia OY', obliczone juz granice oraz prze-
dzialty, w ktorych funkcja jest dodatnia.

5. Pochodna funkcji niezwykle utatwia nam szkicowanie wykresu. Czym jest
wiec ta pochodna?

Pochodng funkcji f: R — R w punkcie xy nazywamy nastepujaca granice
(o ile granica ta istnieje):

o) — tim 12 = F )

T—T0 T — X

W praktyce rzadko zdarza sie oblicza¢ pochodne funkcji korzystajac bez-
posrednio z definicji, dlatego ponizej zamieszczam najwazniejsze wzory
dotyczace pochodnych:

(f+g)'=f+4g

(af) =a-f
(f-9)=Ffg+dFf
f> fla—4df
g 2

(feg)(z) = f'(9(x)) - g'(x)
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(Inz) =

() =

(sinz)’ = cosx

T
T

(cosz) = —sinz

6. Dlaczego pochodna funkcji przydaje si¢ przy rysowaniu wykreséw funkeji?
Ot6z ma ona te sympatyczna wlasnosé, ze mozna za jej pomoca stosun-
kowo tatwo i bezbole$nie znalezé punkty, w ktorych funkcja przyjmuje
lokalne ekstrema (a wiec wartosci najwieksze i najmniejsze). Prawdziwe
sg nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 1. Jezeli funkcja f: R — R ma w punkcie xqg ekstremum
lokalne 1 f jest w tym punkcie rozniczkowalna, to

f'(z0) = 0.

Uwaga 1. Jezeli funkcja f spelnia f'(x¢) = 0 dla pewnego zy € R, to
nie musi ona przyjmowaé¢ w xy ekstremum.

Twierdzenie 2. Niech f: R — R bedzie funkcjq réziniczkowalng w prze-
dziale [a,b]. Wowczas f jest rosngca w przedziale [a, b] wtedy i tylko wtedy,
gdy f'(x) > 0 dla kazdego x € [a,b]. Podobnie, f jest malejgca w prze-
dziale [a,b] wtedy i tylko wtedy, gdy f'(x) < 0 dla kazdego x € |a, b).
Przyklad 1. Rozwazmy funkcje f(z) = 2% — 423. Funkcja ta jest 16z-
niczkowalna w R. Obliczmy pochodna funkcji f:

fl(z) = (2* — 42°) = (2*) — (42%) = 42° — 1227
(f'(x) =0) < (42° — 122 =0) & (r =0V = 3)
(f'(z) > 0) & (z € (3,+00))

(f'(z) <0) & (z € (—o0,0) U (0,3)).

Zbierzmy uzyskane dane w tabelce:

x (—00,0) | {0} | (0,3) | {3} | (3,+00)
f(x) - 0 - 0 +
f(x) N N\ | min /

Whioskujemy, ze funkcja f jest funkcja malejaca w przedziale (—oo, 3),
rosngca w przedziale (3, +00) i przyjmujaca minimum lokalne w punkcie
Ty = 3.

7. Obliczajac druga pochodna (czyli pochodna pochodnej) jestesmy w stanie
stwierdzi¢, w ktérych przedziatach funkcja jest wypukta oraz w ktérych
punktach ma punkty przegiecia.
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Twierdzenie 3. Jezeli funkcja f: R — R ma w punkcie xy punkt prze-
giecia i f jest w tym punkcie dwukrotnie rozniczkowalna, to

f”(l’o> =0.

Twierdzenie 4. Niech f: R — R bedzie funkcjq rozniczkowalng w prze-
dziale [a,b]. Wowczas f jest wypukia w przedziale [a, b] wtedy i tylko wtedy,
gdy f"(x) jest rosngca w [a,b]. Podobnie, f jest wklesta w przedziale [a, b]
wtedy 1 tylko wtedy, gdy f"(x) jest malejgca w [a,b].

Whniosek 1. Niech f: R — R bedzie funkcjg dwukrotnie rézniczkowalng
w przedziale [a,b]. Wéwcezas f jest wypukla w przedziale [a,b] wtedy i
tylko wtedy, gdy f”(z) > 0 dla kazdego = € [a,b]. Podobnie, f jest
wklesta w przedziale [a, b] wtedy i tylko wtedy, gdy f”(x) < 0 dla kazdego
x € [a,b].

Przyklad 2. Rozwazmy funkcje f(r) = z* — 42° z poprzedniego przy-
ktadu. Mamy:

f(z) = 42° — 1227
f"(z) = 122 — 24x
(f"(z) =0) < (122 — 242 =0) = (r =0V 2 = 2)
(f"(z) >0) & (z € (—00,0) U (2,400)
(f"(x) <0) < (z €(0,2)).

1 (x) + 0 - 0 +

fi)y | / |pprz.| \o |[pprz|
Whioskujemy, ze funkcja f jest funkcja wypukta w przedziale (—oo,0) U
(2, +00) i wklesta w przedziale (0,2). f ma punkty przegiecia w x; = 0,

To = 2.
8. Asymptoty ukosne funkcji f: R — R sg postaci y = ax + b, gdzie
a = lim @, b= lim (f(x) — ax).
T—00 €T Tr— 00

1.2. Przyktady
Przyktad 3. Zbadaj przebieg zmiennosci funkeji f(z) = % Naszkicuj
wykres tej funkcji.

1. Dy =R\ {0}
2. Obliczamy:

(—z)*+1 r?+1

—r) = = — = — X
fleay =L e )
Funkcja f jest wigc nieparzysta (wystarczy rozpatrywaé funkcje jedy-
nie na potosi dodatniej, a nastepnie uzyskany wykres odbi¢ symetrycznie
wzgledem poczatku ukladu wspoétrzednych). Zauwazamy, ze f nie ma

miejsc zerowych oraz

flz) >0 xe€(0,+0), f(r)<0&xe (—00,0).
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3.
lim 2 +1 = lim (:c—i—l) = lim x4+ lim 1 = 400
T—+00 €x T—-+00 €x T——+00 r—+00
R |
lim = +00
z—0t xT
4.
f(x) = (2 +1) -z ;2(352 +1)-(z) _ 222 —{;2 -1 _ x:; 1
5.
(ff(x)=0)e (z=1Vz=-1)
(f'(x) >0) & (z € (—o0,—1) U (1,+00))
fl(x) <0) & (z € (-1,1))
r <_ 7_1) {_1} (_170) (071> {1} (1>+OO>
(@) ¥ 0 - 10 ¥
f(z) / max AN N\, | min /

F-1) =2, f()=2

f jest malejaca dla z € (—1,1), rosnaca dla z € (—oo0, —1) U (1, +00),
osigga minimum lokalne w punkcie x; = 1, a maximum lokalne w punkcie

To = —1.

f jest wypukta dla z € (0, +00), wklesta dla z € (—o0,0), nie ma punktéw
przegiecia.

r—+00

Réwnanie asymptoty ukosnej to: y = z.
(patrz rys. 3)

Przyklad 4. Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji f(x) = z+sin x. Naszkicuj
wykres tej funkeji.

1. D;=R
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Rysunek 3. Wykres funkcji f(z) = 2?41

T

2. Obliczamy:
f(=z) = —x +sin(—z) = —x —sinx = —(r +sinz) = — f(x)

Funkcja f jest wigc nieparzysta (wystarczy rozpatrywaé funkcje jedy-
nie na potosi dodatniej, a nastepnie uzyskany wykres odbi¢ symetrycznie
wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych).

(f(x)=0) < (r+sinz =0) < (r = —sinx) & (z =0)
(f(z) >0) & (x> —sinz) & (z € (0,+00)
(f(x) <0) & (r < —sinz) & (z € (—0,0)
Zauwazmy takze, ze

r—1<z+sinz<zr+1, (bo—1<sinz<1).

f'(z) = (z+sinx) =1+ cosz

(f'(x)=0) & (cosx=—-1)& (= 2k+ )7,k € Z)
(f'(x) >0) < (cosx > —1) < (r e R\ {(2k + )7,k € Z})

f jest rosnaca dla z € R\ {(2k + 1)m, k € Z}, nie osigga ekstreméw

lokalnych w zadnym punkcie.
5.

() = (1 +cosz) = —sinz
(f"(x) =0) & (—sinx =0) & (z € {km,k € Z})
(f"(x) >0) < (—sinz > 0) & (sinz < 0) & (x € ((2k — V)7, 2kn), k € Z})
(f"(z) < 0) & (—sinz < 0) & (sinx > 0) & (z € (2km, 2k + 1)7), k € Z})
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Rysunek 4. Wykres funkcji f(z) = x 4 sinx

f jest wypukta dla x € ((2k — 1), 2kn),k € Z}, wklgsta dla z €
(2km, (2k+1)7), k € Z}, punkty przegiecia sa elementami zbioru {k7, k €
7}.

(patrz rys. 4)

1.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zbadaj przebieg zmiennosci ponizszych funkcji i naszkicuj ich wykresy.

L f(x) =

2. f(z)=a+ x%

3. fx)=e"

4 fla) =z +12 = J@—1)2

2. O ukladzie biegunowym

Uktadem biegunowym nazywamy uktad wspotrzednych na ptaszczyznie
wyznaczony przez pewien punkt O zwany biegunem oraz potprosta OS o po-
czatku w punkcie O zwang osig biegunowq. Krzywa w uktadzie biegunowym
okreslamy za pomoca odlegtosci danego punktu ptaszczyzny od poczatku
uktadu O (odleglosé te oznaczaé bedziemy litera p) oraz kata zorientowane-
go, jaki tworzy promien wodzacy z osia uktadu (kat ten oznaczaé bedziemy
litera t).

2.1. Jak to narysowac?

Przyklad 5. Sprobujmy zapisa¢ ”wzdér” na okrag uzywajac wspotrzednych
biegunowych. Poczatek uktadu wspotrzednych powinien byé¢ jednakowo od-
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Rysunek 5. Okrag w ukladzie biegunowym
legly od kazdego punktu okregu o dtugo$é promienia (7). Promien wodzacy
zatoczy¢ musi pelny kat 27 (rys. 5). Mamy zatem

o=r, t€lo,2m)

Przyktad 6. Narysuj krzywa: o = 2(1 + cost), t € [0, 27).
Wyznaczmy najpierw kilka charakterystycznych punktow naszej krzywej:

t=0: p=2-(1+cos0)=14

s
t=—: =2
5 Y
t=m: p=0

3
t=—: =2
9 0

W przedziatach [0, g} oraz {g, W} cosinus maleje, zatem p réwniez musi malec.
Analogicznie w przedziatach [7T, 37“} oraz [37“, 27r} cosinus rosnie, a wiec rosnie
rowniez o.

Narysowana krzywa nazywana jest kardioida (rys. 6).

Uktad biegunowy przydaje sie przy rysowaniu niektorych krzywych wy-
razonych wzorem dla wspétrzednych uktadu kartezjanskiego. Aby wyrazié
krzywa przez wspotrzedne biegunowe stosuje si¢ nastepujace podstawienie:

T = pcost

y = osint

Spoéjrzmy na kolejny przyktad:
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Rysunek 6. Kardioida

Przyklad 7. Narysuj krzywa dang wzorem (22 + y2)? = 2(2? — y?). Zasto-
sujmy powyzsze podstawienie:

((ocost)? + (osint)?)? = 2((ocost)? — (psint)?)
(0® cos®t + o?sin?t)? = 2(p* cos® t — g*sin’t)
=2

0 (cos®t +sin® t)* = 20%(cos® t — sin’ )
o = 20% cos(2t)
2 = 2cos(2t)

0
0 = 1/2cos(2t)

Poniewaz t € [0, 27), zatem 2t € [0,47) i (ze wzgledu na postaé p) cos(2t) >
0. Mamy:

T r
2t 0, = t 0, —
E{’z} E_’4]

SO e I e
27 2 147 4
T N

2 —. 4 — 2

t€[2,7r> t€_4,7r

Mozemy teraz zaznaczy¢ "fragmenty ptaszczyzny”, w ktorych znajduje sie
omawiana krzywa. Obliczmy kilka charakterystycznych punktow krzywej i
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Rysunek 7. Lemniskata Bernoulliego

zaznaczmy je w uktadzie.

t=0: Q:\/§

t:z: Q:\4/§
8
m

t=—: =0
4 0
37

t= —": =0
1 0

t=m: Qz\/i
o

t=—: =0
1 0
T

t=—: =0
A o

Narysowana krzywa nazywana jest lemniskatg Bernoulliego (rys. 7).

2.2. Zadania do samodzielnego rozwigzania
Narysuj nastepujace krzywe:
1. o=t, tel0,+0)
2. 0=10sin(3t), t € [0, 27)
2 2
3. 3 +y3s =1

3. Kilka stéw o plaszczyznie (Gaussa

Rozdziat ten po$wiecony bedzie rzeczy na pozor niemozliwej, acz niewat-
pliwe intrygujacej - pierwiastkowi z liczby —1. Nie tylko go uzyskamy, ale za

geometryczng na plaszczyznie zwanej ptaszczyzng Gaussa.
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3.1. Kilka podstawowych informacji o liczbach zespolonych

Z liczbami spotykamy sie na co dzien. Prawdopodobnie najpierw, Czytel-
niku, poznates liczby naturalne. By¢ moze wydawato Ci sie wtedy, ze liczby
te opisuja wszystkie znane Ci zalezno$ci i niemozliwe jest, by istnialy ja-
kie$ inne liczby. Niedtugo potem ktos opowiedziat Ci o utamkach - dzieleniu
tortu itp. Odkrytes, ze jednak sg jakies inne liczby, ktore réwniez wydaja
si¢ sensowne. Kolejne byly liczby ujemne (pewnie ttumaczono Ci, ze musisz
oddaé koledze 2 zt, wiec masz —2 z1). Czy to juz wszystkie rodzaje liczb?
Wydaje sie, ze do szczedcia nie potrzeba juz zadnych nastepnych, a jednak!
Wraz z problemem obliczania dhugosci okregu odkrytes liczbe m - zaczales
sie postugiwaé liczbami rzeczywistymi. By¢ moze znéw odnosisz wrazenie,
ze wiesz juz wszystko i nie da si¢ wymysli¢ kolejnych liczb. Czeka Cie kolej-
ne rozczarowanie: wpajano Ci w szkole, ze nie istnieje pierwiastek z liczby
ujemnej? Taki problem pojawit sie w XVI wieku, gdy odkrywano wzory na
rozwigzania réwnan trzeciego stopnia. Wzory te, zwane wzorami Cardana, sg
prawdziwe, jesli zatozymy istnienie pierwiastkow z liczb nieujemnych. Ktocito
sie to ze zdrowym rozsadkiem, ale éwczesni matematycy poradzili sobie z tym
problemem w niezwykle prosty sposéb - przyjeli, ze istnieje taki pierwiastek
i da sie¢ na nim wykonywaé dziatania zgodnie z regutami obowigzujacymi
dla liczb rzeczywistych. Istnienie pierwiastka z —1 byto jednak czyms$ tak
niesamowitym, ze pierwiastek ten nazwano jednostkq urojong. W ten sposob
pojawity sie liczby zespolone.

Przyjmijmy zatem istnienie pierwiastka z —1 i oznaczmy go litera 7. Mamy:
i? = —1.

Liczbami zespolonymi nazywaé bedziemy liczby postaci z = a + bi, gdzie
a,b € R. Liczbe a nazywamy czescig rzeczywistq liczby zespolonej z i ozna-
czamy symbolem Rez. Liczba b to czes$é urojona liczby zespolonej z oznaczana
jako Imz. Zbior wszystkich liczb zespolonych oznacza sie symbolem C.
Liczby zespolone mozemy dodawaé, odejmowac i mnozy¢:

(2+50)+(—4+1)=—-2+6i
(245i) = (—4+1i) =644
(2458) - (—4+1i)=2-(—4)+20+5i- (—4) +5i-i=

:—8+2i—20i+5-\z’f/:—8—182’—5:—13—182'
-1

Ogoélnie:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
(a+bi)- (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

Formalnie liczby zespolone definiuje si¢ jako zbior:
C=RxR={(a,b): a,b e R},
w ktorym dziatania okresla si¢ w nastepujacy sposob:

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
(a,b) - (c,d) = (ac — bd,ad + be)
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Imz

-2

Rysunek 8. Plaszczyzna Gaussa

Liczbe zespolona z = z + yi, gdzie x,y € R mozna przedstawi¢ na plasz-

czyznie jako punkt o wspotrzednych (x,y) lub jako wektor o poczatku (0, 0)

i koncu (z,y). Ptaszezyzne, ktérej punktom przyporzadkowano liczby zespo-

lone, nazywa sie plaszczyzng Gaussa.!

A oto najwazniejsze definicje i zaleznosci zwigzane z liczbami zespolonymi:

1. Niech z = a + bi € C. Sprzezeniem liczby z (oznaczanym jako z) nazy-
wamy liczbe a — bi, np. 2 —7i = 2 4 Ti. Dla liczb 21,29 € C zachodzg
nastepujace rownosci:

21t 2=21+2

21 — 2 =21 — %2
21'22:71'72

<Zl>221, 2 # 0

Z9 Z9

2. Wartoscig bezwzgledng liczby z albo inaczej dlugoscig liczby z (oznaczang
jako |z|) nazywa si¢ dtugo$¢ wektora o poczatku (0,0 i konicu z = (a,b) =
a + bi. Zatem dla z = a + bi mamy: |z| = Va®>+b? Dla z,21,20 € C
zachodza nastepujace zwiazki:

zP=2-2
|21+ 22| = |21] - |22
2= @, 2 # 0
29 |2’2|

3. Rozwazmy teraz dowolna liczbe zespolona z = a + bi # 0 i zauwazmy
(patrz rys. 8):

z=a+bi=|z \<| it |> |z|(cos ¢ + isin p)

Postaé |z|(cos ¢+ sin ) nazywana jest postacig trygonometryczng liczby
z, a kat ¢ - argumentem liczby z (oznacza sie go jako arg z).

! Dtugosz J. Funkcje zespolone. Teoria, przyktady, zadania, Oficyna Wydawnicza GiS,
2003, str.12



Weronika Siwek, Uklad biegunowy, plaszczyzna Gaussa i nie tylko... 14

Im z4

Rysunek 9. Zadanie 1.1

Im zA4

2.
1.

21 [ 1 2 3 4 Rey

Rysunek 10. Zadanie 1.2

3.2. Zbiory liczb zespolonych na plaszczyznie Gaussa

ze:

Rozwazmy liczby zespolone z; = x1 + y1i oraz zo = x9 + yot. Zauwazmy,

|21 — 2] = (1 — @) + (1 — 92)i] = /(@1 — 22)% + (91 — 12)?,

a zatem |z; — zo| jest odleglodcia na ptaszczyznie punktéw z; 1 zs.
Zadanie 1. Zaznacz na plaszczyznie Gaussa nastepujace zbiory:

1.

{z € C: |z| = 3}.

Sa to punkty odlegte od punktu (0,0) = 0 o 3 jednostki, a zatem jest to
okrag o srodku w punkcie zg = (0,0) = 0 i promieniu 3.

(patrz rys. 9)

{zeC:|z—1+3i| <2}

Koto o srodku w punkcie zg = (1, —3) = 1 — 3i i promieniu 2.

(patrz rys. 10)

{zeC:1<|z+2—1 <4}

Pierscien o $rodku w punkcie zy = (—2,1) = —2 + i i promieniach 1 oraz
4.

(patrz rys. 11)
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Im z4
6 ]

7O\ 432 [ 3 Rez

Rysunek 11. Zadanie 1.3

Im zA
3.
2.
14
3 2 -1 1 9 3 4 Rez

) S
%
3.

Rysunek 12. Zadanie 1.4

4. {z€C:|z—1i| =]z —2+1]}.
Symetralna odcinka o koncach w punktach z; = (0,1) = i oraz 2,
(2,-1)=2—1.
(patrz rys. 12)
5. {zeC: El > 1}
Poétptaszezyzna domknieta lezaca na lewo od prostej o réwnaniu Rez
—1.
Mamy: |z — 1] > |z + 3|, z # —3.
(patrz rys. 13)
6. {z€C: ¥ <arg(z) < T}
(patrz rys. 14)
7. {z€C: arg(z —1—-3i) = 3 }.
Mamy:

T s
1_3i— ™,
z /) a<cos3+zsm3)

1 3
z:1+3i+a<2+\g—i>

15
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Imz

3

2

1
o 0 o — Rez
-3 -2 -l 0 1 2 3 4

-1

-2

Rysunek 13. Zadanie 1.5

Im z

2

1

0 Re z

-3 -2 -1 0\ 1 2 3 4

= \\
2
i k.

Rysunek 14. Zadanie 1.6

16
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A
Im z

6..

5..

»
>

1 2 3 Rez

Rysunek 15. Zadanie 1.7

41{lmz

Rysunek 16. Zadanie 1.8

(patrz rys. 15)
8. {zeC: —1< Re(iz) <2}.
Mamy:

2=+ Yl
1z = —y+ a1
-1<-y<2
1>2y>-2

(patrz rys. 16)

9. {z€C: |z —3i|+ |z + 3i| = 10}.
Elipsa o ogniskach w punktach F} = 3i i Iy, = —3¢ i potosiach a = 5 i
b=4.
Szukamy punktow, ktorych suma odleglosci od punktow F} = 3¢ i Fy =
—3i jest stata i wynosi 10. Sa to punkty lezace na elipsie (patrz: rys. 17
oraz Dodatek o krzywych stozkowych)
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Imz

Rysunek 17. Zadanie 1.9

41lmz

Rysunek 18. Zadanie 1.10

10. {z € C: Re(z?) = 1}.
Hiperbola o pétosiach a = b = 1 (patrz: Dodatek o krzywych stozkowych).

2=+ Yl
22 =2+ 2wyi — o = (2° — y?) + 2ayi
xQ_y2:1

(patrz rys. 18)
11. {z € C: |z — 2i| = Imz}.
Parabola (patrz: Dodatek o krzywych stozkowych).

z=x+yi
|z +yi—2i| =y
2?4 (y—2P2=y
22+ —dy +4 =7

iL’Q

== 41
y 4+

(patrz rys. 19)
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Rysunek 19. Zadanie 1.11

Imz

4 f(D)

Rysunek 20. Zadanie 2.1

3.3. Przeksztalcenia zbioréw na ptaszczyznie Gaussa

W tym rozdziale zapoznamy si¢ z funkcjami zespolonymi i zobaczymy
jak zmieniaja sie zbiory na ptaszczyznie Gaussa po przeksztatceniu ich przez
takie funkcje.

Zadanie 2. Narysuj podane zbiory oraz ich obrazy poprzez funkcje f.
1. D={2€C:0<Rez<1, 1 <Imz<2}, f(2) =22+

z=x+y
w=2z+i=2x+ 2y+ 1)
Rew = 2z = 2Rez Imw = 2Imz +1
O0<Rew <2 3<Imw<5H

f(D)={2€C:0<Rez<2, 3<Imz<5}
(patrz rys. 20)
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2. D={2€C: 1 <|z|<1,0<argz< 5}, f(z) =(1+1i)-2
Zauwazmy, ze |1+ i| = /2, arg(1 +i) = 7.

w=(1+1)z
[w| = (1 +0)z| = [L+4] - |2] = V22| = V22|

f(D)={z€C: L <|2|<V2 0<argz < 5}

3.4. Dodatek o krzywych stozkowych

3.4.1. Elipsa

Elipsa? to zamknicta krzywa alge-
braiczna II stopnia o wypuklym wne- y
trzu i dwoéch wzajemnie prostopadtych
osiach symetrii. Ich punkt przeciecia si¢
jest srodkiem symetrii elipsy, a ich punk- F2 0 a__Fi .
ty wspolne z elipsg nazywaja si¢ jej wierz- AN
chotkami. Elipsa jest zbiorem wszystkich

punktéw ptaszczyzny, ktérych suma od- 3
legtosci od dwdch ustalonych jej punk-
tow F} i Fy, zwanych ogniskami elipsy, Rysunek 21. Elipsa

jest stata. Ta wtasnos¢ elips jest wyko-

rzystywana do ich kreslenia. W szczegol-

nym przypadku, gdy ogniska elipsy pokrywaja sie, jest ona okregiem. W
kartezjanskim uktadzie wspotrzednych, o osiach pokrywajacych si¢ z osiami
symetrii elipsy, ma ona rownanie algebraiczne:

2 2
>y
2=t
gdzie liczby dodatnie a i b sg dtugosciami tzw. poétosi dtuzszej i krotszej, czyli
potowami dtugosci najdtuzszej i najkrotszej srednicy elipsy.

2 Siwek E. Szkolny stownik matematyczny, Videograf II, 2001, str.101
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3.4.2. Hiperbola

Hiperbola® to krzywa algebraicz-
na II stopnia na ptaszczyznie, ztozona y
z dwoch roztacznych krzywych zwanych X
jej gateziami, majaca Srodek symetrii i

dwie wzajemnie prostopadle osie syme- AR Y N
trii oraz dwa kierunki asymptotyczne i DR 1 AN
dwie asymptoty przecinajace sie w $rod- >

ku symetrii. Jedna sposréd osi symetrii )

przecina obie galezie hiperboli w punk-

tach zwanych jej wierzchotkami, a druga Rysunek 22. Hiperbola

jest z nig roztaczna. Prostokat o wierz-
chotkach potozonych na asymptotach hi-
perboli, bokach réwnolegtych do jej osi symetrii i dwoéch bokach stycznych do
niej w jej wierzchotkach nazywa sie jej prostokatem srednicowym. Wspdlne
czedci tego prostokata z osiami symetrii hiperboli nazywaja si¢ jej Srednicami
prostopadlymi, a potowy ich dtugosci nazywaja sie jej potosiami. Nie sa to
Srednice w ogdélnym sensie tego stowa, lecz srednica potozona na osi symetrii
przecinajacej hiperbole jest najkrétszym odcinkiem taczacym punkty réznych
jej gatezi i nazywa sie¢ wlasciwa, a pozostalta - niewtasciwg. Te same nazwy
odnosza sie do potosi odpowiadajacych srednicom. Hiperbola o poétosiach a i
b ma w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych o osiach pokrywajacych sie z
jej osiami symetrii nastepujace rownanie algebraiczne:
2 2

L

a b
3.4.3. Parabola

Parabola’ to krzywa algebraiczna IT
stopnia, ktérej réwnanie mozna sprowa-
dzi¢ do postaci

ar? —y=0.

Geometrycznie parabole mozna okresli¢
jako lini¢ przeciecia si¢ powierzchni stoz-
kowej z ptaszczyzng réwnolegta do jednej
z tworzacych tej powierzchni i nie prze-
chodzacej przez jej wierzchotek lub - ja- Rysunek 23. Parabola

ko zbior wszystkich punktow ptaszczyzny

przechodzacej przez ustalong prosta L i punkt F' lezacy poza nig, ktorych
odlegtosé od punktu F' i od prostej L sa réowne. Punkt F' nazywa sie wow-
czas ogniskiem, a prosta L kierownica tej paraboli. Parabola nie ma $rodka
symetrii, lecz ma jedng o$ symetrii, ktorg jest prosta przechodzaca przez
jej ognisko i prostopadta do kierownicy. Kierunek osi symetrii jest zarazem
jedynem kierunkiem asymptotycznym paraboli, a jej punkt przeciecia si¢ z
parabolg nazywa sie wierzchotkiem paraboli.

3 Siwek E. Szkolny stownik matematyczny, Videograf II, 2001, str.153
4 Siwek E. Szkolny stownik matematyczny, Videograf II, 2001, str.309



