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Ciato liczb zespolonych

Ciato liczb zespolonych

Rozwazmy zbiér C =R x R, czyli

C={(xy):x,y eR}:
W zbiorze C definiujemy nastepujace dziatania:

o dodawanie:
(a,b) + (c,d) =(a+c,b+d)

@ mnozenie:
(a, b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)

Zbiér C wraz z powyzszymi dziataniami jest ciatem.
Zerem C jest element (0, 0), jedynka — element (1,0).
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Ciato liczb zespolonych

Posta¢ kanoniczna liczb zespolonych

WprowadZmy teraz nastepujace oznaczenia:
@ elementy zbioru C postaci (x,0), x € R oznaczamy jako x,
@ elementu zbioru C postaci (0, 1) oznaczamy jako i.

Zauwazmy, ze z definicji:
(¥,0)-(0,1)=(y-b=0-1,y-1+0-0)=(0,y).
Przyjmujac powyzsze oznaczenia, mamy:

(Xv)/) :(X70)+(OvY):X+y'i.

Jednostka urojona

Zauwazmy, ze:
i-i=(0,1)-(0,1) =(-1,0) = —1.

Liczbe i = (0,1) nazywamy jednostka urojon3.
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Ciato liczb zespolonych

Czes¢ rzeczywista i urojona

Niech z = a+ b - i bedzie liczba zespolona.

Liczbe a nazywamy czescia rzeczywista liczby zespolonej z i oznaczamy
Rez (od tac. realis).

Liczbe b nazywamy czescia urojona liczby zespolonej z i oznaczamy Imz
(od fac. imaginalis).

Liczby, ktérych czesé rzeczywista jest réwna 0 (a zatem postaci yi),
nazywamy czysto urojonymi, te za$, ktérych czesé urojona jest réwna 0 —
czysto rzeczywistymi.

Niech z = 2 + 3/. Wéwczas:

Rez =2, Imz = 3.
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Ciato liczb zespolonych

Sprzezenie liczby zespolonej
Niech z = a+ b - i bedzie liczba zespolona.
Sprzezeniem liczby z nazywamy liczbe z=a— b - .

”
WHtasnosci sprzezenia
Niech z, w € C. Wéwczas:

e z+w=zZ+w

@ zZ—w=2Z—

g

Qe Z W=2Z-W

o jesli w #£0, to

Z
w

glInt

Niech z = 3 + 2/. Wéwczas sprzezenie wynosi: z = 3 — 2i.
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Posta¢ trygonometryczna liczby zespolonej

Ptaszczyzna zespolona

Liczby zespolone mozna utozsamia¢ z wektorami na ptaszczyznie
zespolonej (pfaszczyznie Gaussa).

Ponizsza grafika przedstawia ptaszczyzne zespolong z zaznaczong liczba
z=x+1ly.

0O$ Re nazywamy osig rzeczywisty, o$ Im — urojona.
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Posta¢ trygonometryczna liczby zespolonej

Dtugos¢ liczby zespolone;j

Dtugoscia liczby zespolonej z nazywamy jej odlegtos¢ od poczatku
uktadu wspétrzednych. Diugos¢ liczby z oznaczamy |z|.
Dla liczby postaci z = x + yi mamy |z| = \/x? + y2.

Witasnosci dtugosci liczby zespolonej

Niech z, w € C. Wéwczas:

° |z2 =1z 2
° |z-w|=lz]-|wl,
|z

o jesliw #0,to |[Z] = Twl"

o |2+ w| < |z] + |wl.

Przyktad

Niech z = 1 — v/3i. Wéwczas |z| = 1/12 + (—V/3)2 = 2.
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Posta¢ trygonometryczna liczby zespolonej

Argument liczby zespolonej

Argumentem liczby zespolonej nazywamy miare kata skierowanego
miedzy wektorem na pfaszczyznie zespolonej odpowiadajacym tej liczbie
a osig rzeczywista. Argument liczby z oznaczamy symbolem arg z.
Poniewaz argument nie jest okreslony jednoznacznie, dodatkowo
definiujemy argument gtéwny liczby zespolonej jako jej argument
nalezacy do zbioru (—m, 7] (lub [0; 27)).

Argument gtéwny liczby zespolonej z oznaczamy symbolem Argz.

Przyktad
Niech z =1 — \/3i. Wowczas cosp = %, sing = , zatem ¢ =
Stad wynika, ze argz = 2 + 2k, k € Z a argument g’rowny Wyn05| 5—”

lub =™ (w zaleznosci od przngtej konwencji).
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Posta¢ trygonometryczna liczby zespolonej

Postac¢ trygonometryczna liczby zespolone;j

Niech z = a + bi bedzie liczba zespolona, z # 0. Wéwczas:

b
= cos ¢, — = sin ¢.
Z

||

Stad liczbe z o argumencie ¢ i dtugosci |z| mozemy zapisa¢ w postaci

z = |z|(cos ¢ + isin @),

ktéra nazywamy postacia trygonometryczng liczby z.
Zastosowanie postaci trygonometrycznej znaczaco utatwia wykonywanie
pewnych operacji na liczbach zespolonych.

Przyktad

Niech z = 1 — v/3i. Wéwczas:

Z= 2(c055§ + isin 5%)
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Dziatania na liczbach zespolonych

Mnozenie i dzielenie liczb zespolonych

Niech z = |z|(cos ¢ + isin @) i w = |w|(cost) + isint)) beda liczbami
zespolonymi. Wéwczas:

z-w = |z| - |w|(cos(¢ + ¥) + isin(¢ + 1),

Z _ 12| s — ) + isin(g — ).

z
wl

| §
A\

Wzér Moivre'a

Niech z = |z|(cos ¢ + isin ¢) bedzie liczba zespolona, n € N. Wéwczas:

z" = |z|"(cos(ng) + isin(ne)).
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Dziatania na liczbach zespolonych

Pierwiastki z liczby zespolonej

Kazda niezerowa liczba zespolona z = |z|(cos ¢ + i sin ¢) posiada
doktadnie n pierwiastkéw zespolonych stopnia n. Wyrazaja sie one
wzorem:

n

Zn =

)

2k 2k
n n

dla k=0,1,....n—1.

Przyktad

Niech z =1— z =1— \/3i = z = 2(cos 2 + isin 2). Wéwczas
pierwiastki drugiego stopnia z z wyrazaja sie wzorami:

s VL V2,

5
zozx/ﬁ(cos§+isin€): > . >

1w . lx. V6 V2,
zl—\@(cosTJr/smT)—?fT/

Magdalena Nowak Liczby zespolone



Pierwiastki zespolone réwnan drugiego i trzeciego stopnia

| znowu delta wyszta ujemna...

Rozwazmy réwnanie kwadratowe postaci
2 _
x“+x+1=0.

Obliczmy warto$¢ wyréznik réwnania:

A < 0, zatem réwnanie nie ma rozwiazan rzeczywistych. Wyznaczamy

VA:
VA = +V/3i.

Mozemy teraz zastosowaé znane nam wzory:

—1—+/3i —1++/3i
T -T2

» X2

Zauwazmy, ze x; = X;. Rozwigzania zespolone réwnania kwadratowego sa
zawsze sprzezone!
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Pierwiastki zespolone réwnan drugiego i trzeciego stopnia

Wzory Cardano

Rozwazmy réwnanie stopnia trzeciego postaci ax3 + bx?> + cx+d =0
o wspotczynnikach rzeczywistych, a # 0.
Aby znalez¢ wszystkie jego pierwiastki (zespolone), stosujemy wzory
Cardano.
Podstawmy x = z — 3%. Woéwczas réwnanie mozna zapisaé w postaci
23 + pz + g = 0 dla pewnych p, g € R.
Wyliczamy warto$¢ wyrdznika:
e 3
A=t

Sk

e Jedli A =0, réwnanie ma trzykrotny pierwiastek rzeczywisty.
o Jedli A < 0, rébwnanie ma trzy pierwiastki rzeczywiste.

o Jedli A > 0, rébwnanie ma jeden pierwiastek rzeczywisty i dwa
zespolone.
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Pierwiastki zespolone réwnan drugiego i trzeciego stopnia

Postaé pierwiastkéw

Woéwczas pierwiastki rbwnania maja postac:

Z1=U+V,2Z=€U+ €V, Z3==¢EU+ €1V,

gdzie:
@ € = 7172’.\/5
C N _Hiiﬁ
o u=(2+VA)3
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