KONGRUENCJE
Dla a,b,m € Z méwimy, ze liczba a przystaje do liczby b modulo m
a =b (mod m) < ml|(a —b)

(a = b (mod m) mozna tez zapisaé jako: a = km + b, k € Z).
Liczbe m nazywamy modutem kongruencyi.

Wilasno$ci:
1. e a=a(modm)
e a =0b(modm) < b=a(modm)
e a=b(modm)Ab=c(modm)=a=c(modm)
Zatem relacja kongruencji jest relacja réwnowaznosci.

2. a=b(modm)Ac=d(modm)=
= at+c=bxd(modm)Aac=bd(modm)

3. a=b(modm)=a=0b(modd), gdzie djm

4. a=0b (modm) A a=b(modn)A\m,n— wzglednie pierwsze =
= a = b (mod mn)

DowOD:
Zalozenia:
a=km+b
{a:ln+b NWD(m,n) =1
Teza:
a=xmn+b, kl,xelZ

Mamy:

a—b=km NW D(m,n)=1 . .,

a—b=1In = km = In = k = xn (i oczywiscie | = xm), z € Z

Zatem a —b =nxm = a=xmn+ b= a =b (mod mn)



Przyktady:

1.
68 = 3 (mod 5) _
{1151(m0d5) = 79 =4 (mod 5)
2.
13 =1 (mod 3) _
{1351(m0d4) — 13 =1 (mod 12)
3. Ale
29 =5 (mod 6) ¢ _
{2955(mod8) = 29 =5 (mod 48)
Taka zalezno$¢ nie zachodzi, bo NWD(6,8) # 1. Jak to poprawi¢?
Otoz: ( )
a=0b(modm o
0 = b (mod n) = a="b (mod NWW (m,n))
Mamy wiec:
29 =5 (mod 6) _
{2955(m0d8) = 29 =5 (mod 24)

Zadanie 1. Udowodnij, ze 53% — 3333 jest podzielne przez 10.
ROZWIAZANIE:

10](53% — 33%) < 53% — 33% = 0 (mod 10)

53 = 3 (mod 10) = 53°* = 3% (mod 10)

Mamy:
3 =3 (mod 10)
32 = —1 (mod 10)
3* =1 (mod 10)
Ale:
398 = 313+ — 3. 3%13 = 3.1 (mod 10) = 3 (mod 10)
Podobnie:

33 = 3 (mod 10) = 33* = 3% (mod 10)
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Wiec:
3% = 31871 = 3.3 = 3.1 (mod 10) = 3 (mod 10)

Zatem:
53%% — 33% =3 — 3 (mod 10) = 0 (mod 10)

Zadanie 2. (znana zasada podzielnosci przez 31 9)

Udowodnij, ze liczba zapisana w systemie dziesietnym dzieli si¢ przez 3 (9)
& suma jej cyfr dzieli sie przez 3 (9).

RozwiAzANIE: Wezmy dowolng liczbe postaci

ApAp—1 ...02a1040
Mozemy ja zapisaé jako:
Q- 10"+ ap_q - 10"+ . 4 ay- 102 +aq - 10 + aq

Teraz zauwazmy, ze

10 =1 (mod 3)
wiec

10" =1 (mod 3)
A stad:

an - 10"+ ... +ay-10* +a; - 10 +ag = a, + ... + ay + a; + ag (mod 3)

wiec
3lanan_1...aa1a0 < 3|(an + ...+ ag + a1 + ap)

Analogicznie dla podzielnosci przez 9.

Wyraz odwrotny

Wiemy, ze gdy rozwazamy liczby rzeczywiste wyrazem odwrotnym do 3 jest
%, do % jest %. Dlaczego? Bo 3 - % =1, % % = 1. Podobnie definiuje si¢ wyraz
odwrotny w zbiorach reszt modulo p, tzn. w zbiorach Z, = {0,1,2,...,p—1},
gdzie p jest liczbg pierwsza (elementami takich zbioréw sa reszty z dzielenia
przez p).Mianowicie:

a™! jest wyrazem odwrotnym do a wzgledem p < a-a~' =1 (mod p), np.
dla p = 7 mamy:

2'=4bo2-4=8=1 (mod7)

371'=5bo3-5=15=1 (mod 7)



Zadanie 3. ZnajdZ wyrazy odwrotne w zbiorze Z; do 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,
9, 10.
ODPOWIEDZL: 271 =6, 37 '1=4, 4'=3 5!=9 6!=2,
7l=8, 81l=7 91t=5 10'=10
PRZYKLAD ROZWIAZANIA: 10 = —1 (mod 11) = 10> = 1 (mod 11), czyli
10-10 =1 (mod 11), wiec 10~ = 10.

Dlaczego wyrazy odwrotne mozemy rozwaza¢ w Z, tylko wtedy, gdy p jest
liczba pierwsza?

Przypusémy, ze p nie jest pierwsza, tzn. p = ki, gdzie 1 < k <[ < p.

A zatem k,l € Z,. To za$ prowadzi do tego, ze nie istnieja k=i 1~!, bo gdyby
byto xk = 1 (mod p) dla pewnego = € Z, to wowczas zk =ps+ 1, (s € Z) i
x = % € Z. Ale k|p, wiec musiatoby by¢: k|1, co jest niemozliwe.
Oczywiscie, jesli p nie jest pierwsza, ale NW D(a,p) = 1 (tzn. a, p sa wzgled-
nie pierwsze) dla pewnego a < p, to istnieje a1, np. dla p = 8: 37! = 3, ale
juz 67! nie istnieje!

Chinskie twierdzenie o resztach
Przypusémy, ze chcemy rozwiaza¢ uktad kongruencji o r6znych modutach:

r=a; (modmy)
xr=as (modms)

r=a, (modm,)

Przypusémy nastepnie, ze kazde dwa moduty sg wzglednie pierwsze, tzn.
NWD(a;,a;) =1 dla i # j. Wtedy istnieje wspdlne rozwiazanie x wszyst-
kich tych kongruencji i kazde dwa rozwiazania przystaja do siebie modulo
M=mi; -mog-...-m,.

DowOD:

Udowodnimy najpierw jednoznacznosé modulo M (ostatnie zdanie). Przypu-
$émy, ze ' 1 2" sg dwoma rozwigzaniami. Niech x = 2/ — 2”. Wtedy x musi
przystawaé do 0 wzgledem kazdego modutu m;, i € {1,2,...,r}, a wiec i
modulo M (por. wlasnosc¢ 4.).

Nastepnie pokazemy, jak skonstruowac¢ rozwigzanie x.

Niech M; = % bedzie iloczynem wszystkich modutow z wyjatkiem i-tego.
Oczywiscie NWD(mi, M;) =1, a wiec istnieje taka liczba Nj, ze

M; - N; =1 (mod m;). Przyjmijmy teraz z = Y, a;M; N;. Wtedy dla kazdego
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i wszystkie sktadniki sumy poza i-tym sa podzielne przez m;, gdyz m;|M;
dla i # j. Zatem dla kazdego ¢ mamy: z = a;,M;N; = a; (mod m;).

Zadanie 4. Znajdz najmniejsze nieujemne rozwiazania nastepujacych ukta-
doéw kongruencji:

1.
r=3 (mod7)
20 =5 (mod11)  ODPOWIEDZ: z = 129
3r =2 (mod)b)

2.

{ Tx=6 (mod9) ODPOWIEDZ: = =6

9x =12 (mod 21)

PODPOWIEDZ: Zauwazy¢, ze druga z tych kongruencji jest rownowazna
kongruencji 3x = 4 (mod 21) i skorzysta¢ z whasnosci 2. i 3.

v =5 (mod 11)
bx =4 (mod 6) ODPOWIEDZ: = = 290
r=3 (mod7)

Zadanie 5. Jakie sa dwie ostatnie cyfry liczby 99% — 51517
ROZWIAZANIE:
99 = —1 (mod 100)

99% = 1 (mod 100)

oraz
51 = 51 (mod 100)
51 = (50 + 1)* = 2500 + 100 + 1 = 1 (mod 100)
Zatem
99% = —1 (mod 100) i 51°' = 51 (mod 100)
A stad:

99% — 515! = —1 — 51 (mod 100) = 48 (mod 100)



Problem
N - niezwykle duza, tajna liczba catkowita (uzywana do uruchamiania sys-
temu rakiet bojowych)
Mamy do dyspozycji generata gtéwnodowodzacego (ktéry zna liczbe N) oraz
n generatow nizszych stopni. Chcemy, by dowolnych trzech generatéw niz-
szych stopni (ale nie dwoch) byto w stanie w razie niesubordynacji ($mierci,
nieobecnodci) generata gtéwnodowodzacego wspdlnie uruchomié¢ system. Jak
tego dokonac?
— Niech py,...,p, beda réznymi liczbami pierwszymi takimi, ze:
VN <p;<<VN,ie{l,...,n}
Generatowie nizszych stopni otrzymaja liczbe p; oraz reszte z dzielenia N
przez p;. (patrz: chinskie twierdzenie o resztach)

Whiosek
Dla k generaléow (nie k — 1) (k > 2), ktérzy moga odpali¢ rakiety:
/N < p; << *V/N.

Takie rozwigzanie nazywa si¢ k-progowym systemem dzielenia sie tajemnicg.



