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[7Tografie — Jules Henri Poincaré]
18541912

Nauka jest budowana z faktow, tak jak dom z kamieni. Ale zbior faktow
to nie nauka, tak jak sterta kamieni nie jest domem.

Gdyby poprosié¢ przecietnego zjadacza chleba o wymienienie jednego na-
zwiska matematyka Zyjacego wspolczesnie, to zapewne w 95% przypadkow
otrzymaliby$Smy odpowiedz ,Nie wiem”, a w pozostalych 5% , Byt ostatnio
ten Rosjanin, ktoéry nie przyjal miliona dolaréw za co$ tam” (zapewne okra-
szone komentarzami o jego dziwactwie i kilkoma wyssanymi z palca anegdo-
tami o innych przejawach jego ekscentryzmu). Powstaje pytanie, czym jest
to ,coé tam” (oraz kim jest ten Rosjanin, ale to zagadnienie pozostawimy
samodzielnym badaniom szanownych Czytelnikow).

W 2000 roku Clay Mathematics Institute oglosit liste siedmiu tzw. pro-
blemoéw milenijnych, za rozwiazanie kazdego z nich oferujac nagrode w wy-
sokosci miliona dolaréw. Obok hipotezy Riemanna, problemu P = NP czy
rownan Naviera-Stokesa! pojawila sie tam tzw. hipoteza Poincarégo. Jest
to takze jedyny problem z tej listy juz rozwigzany? wlasnie przez Grigorija
Perelmana, wspomnianego juz Rosjanina. Kim zatem byl Poincaré? Kazdy
z nas czuje, nawet jesli nigdy wczesniej tego nazwiska nie styszal, ze musiat
to by¢ nie byle kto, zeby sformutowaé¢ problem, ktory po stu latach dostaje
sie na swoista liste ,,probleméw tysiaclecia’.

Bycie wielkim prawdopodobnie bylo wlasnoscia dzie-
dziczna w rodzie Poincaré, gdyz jeden z kuzynéw mtodego
matematyka mial w przysztosci zosta¢ premierem Fran-
cji, a drugi wyosoko postawiong persona na uniwersytecie.
Mozna wiec rzec, ze osiagniecie wielkosci bylto przeznacze-
niem matego Julesa. Dyfteryt, na ktory zachorowat Ju-
les w wieku 5 lat, mogt jednak przekresli¢ wszelkie szanse
na normalne zycie — przez 9 miesiecy chtopak walczyt z pa-
ralizem noég i gardta, uniemozliwiajacym chodzenie i mo-
J.H.Poincaré wienie. Prawdopodobnie stad wzigla si¢ p6éZniejsza antypa-

tia matematyka do sportéw oraz jego sktonnos$é¢ do milcze-
nia i uktadania calych prac w mysli, przed rozpoczeciem
przelewania ich na papier. Mial tez sktonnosé do gtebokich zamysleni i byt
niezwykle roztargniony — raz, idac za matka, i siostra, wpadl do rzeki, gdyz
nie zauwazyl, ze jego towarzyszki skrecily na most. Stowem, juz jako dziecko

1Kolejnogé wymienienia probleméw jest oczywiscie przypadkowa.
2W 2010 roku pojawita sie propozycja rozwiazania problemu P = NP, ale znaleziono
juz w niej kilka bledéw, cho¢ autor twierdzi, ze jest w stanie je wszystkie poprawic.
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zdradzat symptomy genialnego profesora. W wieku o$miu lat rozpoczal na-
uke w miejscowym liceum, bedac najlepszym uczniem w praktycznie kazdej
dziedzinie. Jego nauczyciel matematyki nazywal go nawet ,matematycznym
potworem” (w sensie pozytywnym).

Jules zdobywal pierwsze miejsca w concours général, ogolnofrancuskich
konkursach dla licealistow, a w trakcie egzaminu do Ecole Normale mial
miejsce charakterystyczny incydent. Mianowicie nalezalo wyznaczy¢ linie
przeciecia stozka i hiperboloidy obrotowej. Fatalnie rysujacy Jules uciekt
sie do matematyki i wyznaczyt doktadny wzor tej linii, jednak narysowatl
ja odwrotnie niz nalezato — ostatecznie zajal piate miejsce na liscie kandy-
datow. Zdajac egzamin na Ecole Polytechnique Jules ponownie napotkat
przeszkode w postaci egzaminu z rysunku. Akwarele namalowal tak kosz-
marnie, ze egzaminator oblal go bez wahania, jednak p6zniej komisja mito-
siernie zaliczyta mu rysunek na najnizsza mozliwa ocene, co — w zestawieniu
z wynikami pozostalych egzaminéw — pozwolilo Julesowi zajaé... pierw-
sze miejsce. Majac wybor pomiedzy dwiema tak wspanialymi uczelniami,
mtody Poincaré wybral w koncu Polytechnique.

Poincaré pracowal tak, jak prace geniusza wyobrazaja sobie holywo-
odzcy scenarzysci. W kazdym amerykanskim filmie widzimy, ze geniusz
zajmuje sie swoim zyciem i przedstawione mu problemy rozwiazuje zupel-
nie przypadkiem, przez chwilowy rozbtysk geniuszu i skojarzenie przypad-
kowego zdarzenia z dang zagadka. Kazdy geniusz obruszy sie, oczywiscie,
na takie splycenie jego pracy... Acz u Poincarégo tak to mniej wiecej wygla-
dato. Raz Poincaré zajmowal sie pewnymi klasami funkcji, dla ktérych nie
istnialy rozwiazania pewnych réwnan rézniczkowych. Gdy wsiadal do au-
tobusu, zupelnie ,z powietrza” wpadta mu do gltowy mysl, ze zastosowanie
przez niego funkcje pokrywaja sie z tymi stosowanymi w geometrii nieeu-
klidesowej. Oczywiscie, mysl ta byta prawdziwa.

Jules mial bardzo rygorystyczny plan dnia, w ktérym cztery godziny
(w dwoch blokach dwugodzinnych) poswiecal na prace badawcza — przez
reszte dnia spacerowal (nieraz kilkanascie kilometrow) i czytal prace mate-
matyczne. Mial tez zasade, ze nigdy nie myslal o zadnym problemie przed
snem, by nie mie¢ klopotéow z zasnieciem. W swych pracach z réwnan roz-
niczkowych Jules szedl nie w kierunku efektywnych sposobéw znajdowa-
nia rozwigzan, ale chcial ocenia¢ wlasnosci rozwigzan, o ktorych wiemy,
ze istnieja, ale niekoniecznie potrafimy je wyznaczy¢. Jak sam moéwil, ma-
tematyka nie interesuje ksztalt danego tworu, ale wtasnosci, jakie ten twor
posiada i relacje, jakie ma z innymi podobnymi sobie tworami; podobnie
pojecie ,poprawnosci” geometrii nie ma sensu, bo geometria przyjmowana
w fizyce i podobnych naukach zawsze bedzie ta, ktorej po prostu uzywaé
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najwygodniej, a nie ta, ktora jest ,poprawna” (bo o takie] mowic sie nie
da).

Tylko wzajemne wlasnosci tworéw sa istotne, a nie
ich ksztalt... Brzmi jak topologia? Bo nig jest. Poincaré
byl okreslany po swojej $mierci twérca topologii i jest
to w sumie niewielka przesada. Rozwijal on dziedzine,
ktora dzis nazywamy topologia algebraiczng. Ogolnie o to-
pologii méwi sie, ze jest to geometria gumy do zucia lub,
poétzartem, ze dla matematyka zajmujacego sie topologia
paczek i kubek do kawy to jedno i to samo. Bierze sie
to wlasnie stad, ze w topologii pojecia takie jak kat, dtugosé czy objetosé
nie maja znaczenia — chodzi o wlasnosci tworéw, ktore sa zachowywane po-
mimo ich ,rozciagania” (jak gumy do zucia), ale bez rozrywania lub sklejania
w ktorymkolwiek miejscu. Poincaré badal takie wtasnosci tworéw, ktore ,lo-
kalnie” przypominaly zwykla przestrzeri n-wymiarows i wysunal hipoteze,
ze — w duzym uproszczeniu — jezeli co§ wszedzie przypomina sfere w prze-
strzeni tréjwymiarowej, to juz musi by¢ mozliwe przeksztalcenie tego czegos
przez takie ,rozciaganie”’ jak powyzej wlasnie w taka sfer. Co ciekawe, pro-
blem ten byl rozwiazany dla sfer jedno i dwuwymiarowych, a w XX wieku
zostal rozwigzany dla wymiaréw wiekszych lub rownych cztery... Ale przy-
padek trojwymiarowy doczekat sie dowodu Perelmana dopiero niedawno.

Poza innymi, niezwyklymi pracami z matematyki, dotyczacymi mate-
matyki nieba, czasem podkopujacymi ugruntowane juz metody astronomii,
bardzo waznym wktadem Poincarégo w rozw6j nauki jako takiej byt wy-
ktad, jaki wyglosil na posiedzeniu Towarzystwa Psychologicznego w Paryzu
w 1908r. W czasie tego wyktadu byl jednoczesnie badaczem i badanym —
przedmiotem wykladu bylo bowiem funkcjonowanie umystu matematycz-
nego podczas rozwiazywania problemu. Dajac nam ten wglad w proces my-
§lenia matematycznego, Poincaré na pewno zwiekszyt wiedze kazdego z nas
na temat zagadnienia ,Dlaczego mi to zadanie nie chce wyj$é, a Ty wymy-
glites rozwigzanie w trzy minuty?”.

Jules zawsze byl przeciwnikiem czystego formalizmu matematycznego
i suchej logiki, twierdzac, ze tylko przez polaczenie jej z ,intuicja” mozemy
i§¢ naprzod, bez niej tylko krecac sie w kétko w petli tautologii. Twierdzit,
ze pelna aksjomatyzacja calej matematyki nie jest mozliwa — czego wiele
lat p6zniej dowiédl Goedel. Zmart nagle w wieku 58 lat. Na jego pogrzebie
moéwca nazwal go ,poeta nieskoniczonosci i bardem nauki”. I kim$ takim
wlasnie byl
Niewinny Rosomak
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[Impresje olimpijskie]
Pewne wzmocnienie nierownosci Erddsa-Mordella

W dotychczasowej, ponad pieédziesiecioletniej historii Miedzynarodowej
Olimpiady Matematycznej najtrudniejszym problemem okazala si¢ pewna
geometryczna nieréwno$é, ktéra zaproponowano jako zadanie nr 5 pod-
czas 37. edycji tych prestizowych zawodow, rozgrywanej w Bombaju. Tylko
sze$¢ 0s6b, spoérod wszystkich 426 uczestnikoéw, otrzymalo maksymalna
note 7 punktéw za dowodd wspomnianej nieréwnosci. Jej tresé jest nastepu-
jaca.

Zadanie. Niech ABCDEF bedzie takim szeSciokgtem wypukiym, ze AB
jest réwnolegte do ED, BC' jest réwnolegte do F'E i CD jest réwnolegte
do AF. Niech Ra, Rc, Rg bedg odpowiednio promieniami okregow opisa-
nych na tréjkgtach FAB, BCD, DEF, za$ p niech bedzie obwodem tego
szesciokagta. Dowie$é, ze Ry + Rc + Rg > p/2.

Nie catkiem natychmiastowa jest obserwacja, ze teza tego zadania jest
w istocie wzmocnieniem klasycznej nieréwnosci Erd6sa—Mordella. Zauwaze-
nie tego faktu mogtoby istotnie pomoc uczestnikowi olimpiady w znalezieniu
rozwiazania, pod warunkiem, ze znalby on oryginalny dowéd wspomnianej
nieré6wnosci.

Nieréwnosé Erddsa—Mordella. Niech P bedzie punktem lezgcym we wne-
trzu trojkgta XY Z, niech x, y, z bedqg odlegto$ciami punktu P odpowiednio
od wierzchotkow X, Y, Z i niech p, q, r bedg odlegtosciami punktu P od-
powiednio od bokow Y Z, ZX, XY . Wiowczas

r+y+z>20pp+q+r) (1)

Z

Aby zobaczyé, w jaki sposoéb powyzsze twierdzenie wynika z tezy zada-
nia, rozwazmy dowolny trojkat XY Z oraz punkt P lezacy w jego wnetrzu.
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Szesciokat wypukly, ktéry pojawia sie¢ w wypowiedzi zadania, konstruujemy
nastepujaco: w roli punktéw B, D, F' bierzemy rzuty prostopadle punktu
P odpowiednio na proste XY, YZ, ZX, natomiast w roli punktow A, C, E
bierzemy te, ktore uzupeiniaja do roéwnolegtobokéw odpowiednio trojkaty
PFB, PBD, PDF.

Jest jasne, ze przeciwlegte boki tak otrzymanego sze$ciokata ABCDEF
sa rownolegte. Jego obwod wynosi

p =2(|PB| + |PD| + |PF|).

Ponadto, poniewaz katy <X F P oraz <X BP sa proste, odcinek X P jest
$rednicg okregu przechodzacego przez punkty X, B, P, F, a zatem — okregu
opisanego na trojkacie BPF. Skoro jednak trojkaty BPF i FAB sg przy-
stajace, dlugosé odcinka X P jest tez dtugoscia srednicy okregu opisanego
na trojkacie FAB, czyli — uzywajac oznaczen z tresci zadania — mamy
|XP| = 2R4. Analogicznie otrzymalibysmy rownosci |YP| = 2R¢ oraz
|ZP| = 2Rg. Na mocy tezy zadania, suma dtugosci tych trzech $rednic jest
niemniejsza od obwodu p naszego szesciokata, co ttumaczy sie na nieréw-
nosc
|XP|+ |YP|+ |ZP| > 2(|PB|+ |PD| + |PF|),

a to jest nic innego jak nieré6wnosé Erdgsa—Mordella.

Jezeli u$wiadomimy sobie teraz, ze zastosowali$émy teze zadania do sze-
$ciokata, ktorego przeciwlegle boki sa nie tylko réwnolegle, ale maja tez
rowne dlugosci, powinnismy sie zgodzi¢ ze stwierdzeniem, ze zapropono-
wane zadanie stanowi istotne wzmocnienie nieréwnosci Erdésa—Mordella.
Obserwacja ta daje pewne wyczucie na temat stopnia trudnosci zadania
oraz moze tlumaczy¢ malg liczbe najwyzej ocenionych rozwigzain. Odpo-
wiedzie¢ sobie nalezy oczywiscie na pytanie, na ile trudna w dowodzeniu
jest sama nieréwnosé Erdésa—Mordella. Siegnijmy wiec nieco do jej historii.
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Nieré6wno$¢ pojawita sie w 1935 roku, jako zadanie zaproponowane przez
Paula Erdésa, w sekcji ,,Advanced Problems” czasopisma American Mathe-
matical Monthly. Jeszcze w tym samym roku, niezaleznie od siebie, Louis
Mordell i David Barrow (trudno powiedzie¢, dlaczego przyjeta powszechnie
nazwa nieréwnosci nie uwzglednia jego nazwiska) udowodnili postawiona
hipoteze. Ich dowody, ktére opublikowano w 1937 roku, mocno czerpia
z trygonometrii i zapewne dla wszystkich zainteresowanych od razu byto
jasne, ze nie sg one najbardziej eleganckie ze wszystkich mozliwych do od-
krycia. Do dzisiaj ukazalo sie¢ wiele innych dowodéw; pie¢ z nich mozna
znalezé w ksiazce Lva Kourliandtchika [2]. Dalsze referencje znajduja sie
we wstepie pracy Claudi Alsiny i Rogera B. Nelsena [1], w ktorej auto-
rzy zaproponowali dowdd uderzajaco prosty i rzeczywiscie — jak zaznaczaja
oni w tytule — wizualny w pelnym tego stowa znaczeniu. Ich pomyst pole-
gal na przeskalowaniu i poprzestawianiu fragmentow trojkata, tak jak jest
to pokazane na ponizszym rysunku.

W otrzymanym trapezie prostokatnym (uzasadnienie faktu, ze ,posklejanie”
takiego trapezu jest mozliwe pozostawiamy Czytelnikowi) zachodzi oczywi-
sta nieréwnos¢ aq + bp < cz. Analogicznie otrzymaliby$my dwie dalsze
nieréwnodci: ar + cp < by i br + ¢q < ax. Mamy wiec

b

b c a c a
xz-r+-q, yz-r+7p, z=2-q+-p
a a b b c c

i dodajac te nieréwnodci stronami, otrzymujemy
b ¢ c a a b
r+y+z> |-+ p+(7+4)q+ Tt |r=2p+q+r),
c b a c b a

co dowodzi (1). W ostatnim kroku wykorzystaliémy oczywista nieréwnosé
z+ 7! > 2, prawdziwg dla x > 0.

Przejdzmy teraz do rozwiazania naszego zadania. Bedzie ono w istocie
pewna modyfikacja jednego z mozliwych dowodow nieréwnosci ErdGsa—
—Mordella, a doktadniej — pierwszego z jej dowoddéw zaprezentowanych
w ksiazce [2]. Tak moglby rozumowaé potencjalny uczestnik olimpiady,
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ktory znal wczesniej ten dowdd i zauwazyl, ze postawione zadanie jest
uogolnieniem tej klasycznej nieréwnosci.

Przede wszystkim oznaczmy dtugosci kolejnych bokéw danego szescio-
kata przez a, b, ¢, d, e, f, jak na rysunku. Katy wewnetrzne szesciokata ozna-
czaé bedziemy ta samay litera, ktéra oznacza wierzchotek danego kata.

T, F__ S

|

! 1

: i

B p C o

Pierwszy odruch, ktory ma na celu wprowadzenie do gry wystepujacych
w tezie promieni R4, Rc i R, jest dosy¢ naturalny. Korzystajac mianowicie
z twierdzenia sinuséw, mozemy zapisa¢ nastepujace réwnosci:

2Rasin<tA = |FB|, 2R¢sin<C = |BD|, 2Rpsin<FE = |DF|.

Kiedy poréwnamy to z teza zadania, prawdopodobnie poczujemy nieod-
parta potrzebe oszacowania dtugosci |FB|, |BD| i |DF| z dotu przez pewne
wyrazenia, majace co nieco wspolnego z obwodem p naszego szesciokata.
Skupmy sie chwilowo na jakiej$ sensownej probie oszacowania z dotu |F'B].

Kierujac sie zelazna zasada dowodzenia wszelkich nieréwnoéci: zanim po-
kazesz nierownosé, zobacz kiedy zachodzi réwnosé, mozemy pomysleé¢ przez
chwile o przypadku szesciokata foremnego. Nie trzeba by¢ wybitnym geo-
metra, aby odgadnaé, ze w takim wtasnie przypadku teza zadania zachodzi
z réwnoscia (cho¢ to, czy jest to jedyny taki przypadek, nie jest w tej chwili
bynajmniej oczywiste). A co wtedy dzieje sie z naszym odcinkiem FB?
Pierwsze, co rzuca sie w oczy, to fakt, ze jest on prostopadly do obydwu
prostych BC' i E'F. Brzmienie stow ,prostopadty” i ,nieréwnosé¢” uruchamia
nastepujaca mysl: za nasza nier6wnosé¢ odpowiada zapewne fakt mowiacy,
ze najkrotszym odcinkiem laczacym dwie proste réwnolegle jest odcinek
do nich prostopadly, a nasza nier6wnosé¢ zachodzi tak ,,ostro”, jak bardzo
odcinek F'B nie jest prostopadly do réwnolegtych prostych BC' i E'F.

Prébujac odwrécié proces przekrzywiania szesciokata foremmnego, dla
ktorego zachodzi rownosé, rozwazamy rzuty prostopadte P i T punktu A
odpowiednio na proste BC'i EF. Mamy

|FB| > |PT| = |AP| + |AT| = asin<E + f sin <C,
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przy czym wykorzystaliSmy tu réwnosé naprzeciwleglych katéw naszego
szesciokata. Jako zwolennicy symetrii, nie zrezygnowaliby$my pewnie z do-
konania tej samej operacji ,zz drugiej strony”, rozwazajac rzuty prostopadte
Q@ i S punktu D odpowiednio na proste BC' i EF. Otrzymaliby$my

|FB| > |QS| =|DQ| + |DS| = ¢sin<C + dsin<F
i w konsekwencji
2|FB| > (c+ f)sin<C + (a + d) sin<E.

Przypominajac sobie teraz, po co wlasciwie zajmowaliémy sie odcinkiem
F B, mozemy napisa¢ nier6wnosé
sin <C' ny +d)sin<IE

a e A
sin <A sin <A
a po chwili spokojnej refleksji stwierdzi¢ tez, ze cata reszta to juz tylko
praca fizyczna. Wystarczy bowiem napisa¢ analogony uzyskanego przed

chwilg oszacowania dla promieni Rc i Rg, a nastepnie doda¢ wszystkie
trzy nieréwnosci stronami, aby uzyskaé

sin<F sin<A4 )
_|_

4R, > (C—l—f)

sin<gA = sin<F
sin<<C  sin<F sin<tA = sin<C
>
+bte) (sinQE * sin<IC> +letd) (sin<IC * sin<IA)
>2(a+d)+2(b+e)+2(c+ f) =2p.

Na zakoniczenie wypada zauwazy¢, ze analiza powyzszego dowodu po-
kazuje, ze réwno$é¢ w nieréwnosci z zadania zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy rozwazany szeSciokat jest szeSciokatem foremnym. Podobnie, analiza
dowodu Alsiny i Nelsena nieréwnosci Erdésa—Mordella przekonuje, ze nie-
réwnosé ta staje sie réownoscia tylko w przypadku tréjkata réwnobocznego.
Pozostawiamy Czytelnikowi precyzyjne uzasadnienie tych dwoch nietrud-
nych obserwacji.

4(RA+R0+RE) > (a+d)<
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[Twierdzenie Midy’go]

Liczba 7 jest stynna glownie ze swojego rozwiniecia dziesietnego, jednak
okazuje sie, ze nawet rozwiniecia dziesietne niektorych liczb wymiernych
skrywaja wiele ciekawostek. O jednej z nich bedzie ponizszy artykut.

Spojrzmy na rozwiniecie dziesigtne liczby = = 0.(0588235294117647)
(ulamek ten ma okresowe rozwiniecie dziesigtne). Zauwazmy, ze okres® tego
utamka ma dlugosé 16 (jest to liczba parzysta). Podzielmy teraz okres tej
liczby na dwie rowne czesci i je do siebie dodajmy, otrzymamy wowczas:

05882352 + 94117647 = 99999999 = 10% — 1.

Okazuje sie, ze prawdziwe jest nastepujace twierdzenie udowodnione
przez francuskiego matematyka E. Midy’ego w 1836 roku:

Niech z bedzie liczbg naturalng, p liczbg pierwsza, x < p i zatézimy,
ze liczba % = 0.(a1a2as3 . .. az) ma rozwiniecie dziesietne o okresie parzystej
dtugosci 2k. Wtedy dla kazdego i € {1,...,k} prawdziwa jest réwnosé:

a; + aiyr = 9.

Co jest réwnowazne ay ...ag + agpiy ... ag, = 10F — 1 4.
Zanim udowodnimy to twierdzenie, zauwazmy nastepujaca rzecz:

Jezeli liczba § (gdzie liczby a i b sq wzglednie pierwsze) ma rozwinigcie
dziesietne okresowe o okresie I, to | jest najmniejszq takqg liczbg, ze 10 — 1
jest podzielne przez b.

Istotnie, jesli podczas zamieniania liczby § na utamek dziesietny (czyli
podczas dzielenia pisemnego) w pewnym kroku (powiedzmy w k-tym) otrzy-
mamy reszte a, to [ krokow pozniej rowniez otrzymamy reszte a (bo [ jest
okresem).

W kazdym kroku ,dopisujemy” zero, wiec liczba a - 10! —a = a(10' — 1)
jest podzielna przez b (bo w k + [ + 1 kroku dzielimy liczbe a - 10" przez b
i otrzymujemy taka sama reszte jak w k + 1 kroku przy dzieleniu liczby a
przez b). Z zatozenia, ze liczby a i b s3 wzglednie pierwsze wynika, ze 10! — 1

3 Okres jest tutaj rozumiany jako najmniejsza mozliwa dtugosé powtarzajacej sie nie-
skoriczenie wiele razy sekwencji cyfr., czyli np. okresem liczby % = 0.09090909... =
0.(09) jest 2 a nie np. 4.

4Tutaj umawiamy sie, ze np. liczbe 000123 bedziemy rozumieé jako 123.
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jest podzielne przez b. Ponadto [ jest najmniejsza liczba, taka, ze 10/ — 1
jest podzielne przez b, bo I jest okresem (czyli jest najmniejsza taka liczba,
ze jesli w k kroku otrzymamy reszte a to k + [ tez).

PrzejdZzmy do dowodu twierdzenia.
Niech % = 0.(a1azas...ag;) bedzie taka jak w twierdzeniu i niech

N = ajay...as;. Wtedy (podobne rozumowanie przeprowadzamy podczas
zamiany liczby o okresowym rozwinieciu dziesietnym na utamek zwykly):

% = 0.(01&20,3 e a2k),
2k _ — —
% -10 = alagag...agk.(alagag...a%) —N+0.(a1a2a3...a2k) —N+ %,
z _N
p 102k —1"

Z udowodnionego wczesniej lematu mamy, ze liczba 10%* — 1 jest po-

dzielna przez p oraz, ze liczba 10! — 1 nie jest podzielna przez p dla wszyst-

kich liczb naturalnych [ < 2k. Zauwazmy, ze 102* — 1 = (10* +1)(10% — 1).

Skoro 10%* — 1 jest podzielne przez p oraz 10* — 1 jest niepodzielne przez

p, to 10 4 1 musi by¢ podzielne przez liczbe p. Stad wynika, ze liczba
(10k+1)z N

» 10F — 1

jest liczba naturalna, czyli mozemy napisaé, ze
N=0 (mod 10* —1).

Niech liczby Ny oraz N; beda liczbami utworzonymi odpowiednio z cyfr
Q1,...04) OTAZ Qk41,.. .02k, tz. Ng = ay...ax 1 N1 = ag41 ... agi. Wtedy
N =10*Ny + Ny, a stad:

No+ Ny =0 (mod 10* — 1)

Zauwazmy, ze 0 < Ny < 10¥ —1 oraz 0 < N; < 10* —1. Ponadto zauwazmy,
ze obie liczby Ny i N nie moga réwnoczeénie byé réowne 0 lub 10F — 1
(bo £ €(0,1)). Stad otrzymujemy

0 < Ny + Ny <2(10F — 1),
wiec (pamigtajac, ze No + Ny =0 (mod 10¥ — 1)):
Ny + Ny =108 —1,

co konczy dowdd.
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Twierdzenie Midy’ego mozna sformulowaé troche ogoélniej. Niech x,y
bedg wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi, x < y, y jest wzglednie
pierwsze z 10 oraz niech liczba wymierna £ = 0.(ay . .. agx) ma rozwiniecie
dziesietne o okresie parzystej dtugosci 2k. Jezeli zachodzi jeden z warunkow:

(1) y jest liczbg pierwszq,
(it) y jest pewng potegq liczby pierwszej,
(iii) y jest wzglednie pierwsze z 10F — 1,
to dla kazdego i € {1,...,k} zachodzi rownosé:

a; +ai+r =9.

vil

[Najwazniejszy zbior w matematyce]

Czy zastanawialiscie sie kiedy$ jaki jest najwazniejszy zbior w mate-
matyce? Jesli tak, to pewnie znacie odpowiedZ na to pytanie, a jesli nie,
to jak ona by brzmiata? Wiekszosé z nas spotyka sie w zyciu codziennym
(albo tylko na lekcjach matematyki lub wyktadach) z takimi zbiorami jak
zbior liczb naturalnych, wymiernych czy rzeczywistych, wiec pewnie ktorys
z nich uznaltaby za ten najwazniejszy. A jak jest naprawde — ktory z nich
zastuguje na to miano? Ot6z zaden — najwazniejszy jest... zbiér pusty!

Aby zlagodzi¢ ewentualne oburzenie niektérych Czytelnikow, postaram
sie uzasadni¢ moja teze. Na poczatek zastandéwmy sie jakie zbiory w ogole
istnieja. Odpowiedz na to pozornie glupie pytanie wcale nie jest taka pro-
sta. Styszeliémy o ré6znych zbiorach, ale czy maja prawo bytu... Skoro sie o
nich moéwi, to pewnie tak. I rzeczywiscie tak jest, ale po kolei.

Ot6z nalezy sobie zda¢ sprawe z tego, iz (prawie) cala wspoélczesna ma-
tematyka jest oparta o teorie mnogoéci, czyli zbioréw. Zas jeden z aksjoma-
tow tej teorii, aksjomat zbioru pustego, méwi, ze istnieje zbiér, do ktérego
nie nalezy zaden element. Zbior ten nazywamy zbiorem pustym. Potezna
sila tego aksjomatu jest widoczna dopiero wtedy, gdy dowiemy sie, ze bez
niego nie mozna udowodnié¢ istnienia czegokolwiek (w matematyce). Ow-
szem, istnieja inne aksjomatyki, gdzie 6w aksjomat jest zastapiony przez
inny, moéwigcy, ze istnieje co najmniej jeden zbiér. Wowcezas majac ten
zbior, powiedzmy A, mozna wykazaé, ze istnieje zbior A \ A, czyli zbior
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pusty. Rowniez w tym przypadku jedynym konkretnym zbiorem jest zbior
pusty. Mam nadzieje, ze ta argumentacja choé¢ cze$ciowo przekonata Czy-
telnikéw do stusznosci mojej tezy.

Ten jakze szczegblny twor oznaczamy litera @, ktora pochodzi z alfabetu
norweskiego i nie ma nic wspoélnego z grecks litera ®. Postaram sie omowié
kilka ciekawych, nieintuicyjnych jego wlasnosci. Wiekszosé przeprowadzo-
nych rozumowan opiera sie na prawdziwosci implikacji z € @ = ®(z), gdzie
® jest dowolng formula zdaniowa.

Klasycznym przyktadem takiego rozumowania moze by¢ fatszywosé zda-
nia: Jesli w miejscowosci X kazdy szewc nosi brode, to tym bardziej jakis
szewce nosi brode. Zdanie to nie jest prawdziwe, gdyz w danej miejscowosci
moze nie by¢ ani jednego szewca. Zatem implikacja Y‘I)(x) = gl@(x) jest

na ogol falszywal

Innym réwnie zaskakujacym spostrzezeniem moze by¢ to, ze kazdy pod-
zbior N, do ktorego nalezy liczba niewymierna, jest (jednoczesnie!) nieskon-
czony, pusty i rowny {7}. Kontynuujac to rozumowanie mozemy stwierdzié,
ze kazdy zbidér nieskoniczony, ktéry ma dokladnie 23 elementy jest réwny
N. Ale czy stad wynika, ze zbior N ma dokladnie 23 elementy? Nie, gdyz
rodzina zbioréw nieskonczonych o dokladnie 23 elementach jest pustal

Teraz juz troche powazniej. Przyjrzyjmy sie funkcji f: @ — X, gdzie
X jest pewnym zbiorem. Co mozna na jej temat powiedzie¢? Okazuje sie,
ze tak duzo, iz z pewno$cia nie zmiesciloby sie to w calym Macierzatorze.
Ograniczymy sie tylko do omowienia kilku jej wlasnosci. Po pierwsze, jej
wykres jest zbiorem pustym, ale to chyba oczywiste. Dalej, funkcja f jest
roznowartosciowa; wynika to z prawdziwosci implikacji x,y € & = f(z) #
f(y). Jednak implikacja z,y € @ = f(z) = f(y) takze jest prawdziwa, co
oznacza, ze f jest stala. A czy jest na? Rozwazmy dwa przypadki:

1. X = @: Wowczas dla kazdego x € X... wszystko jest prawda. A to
oznacza pozytywng odpowiedZ na postawione pytanie.

2. X #@: Wtedy zdanie dla kazdego © € X istnieje takie y € &, Ze
x = f(y) jest falszywe, co tym razem oznacza odpowiedz negatywna.

Interesujacy wydaje sie przypadek, gdy X = R. Wtedy o funkcji f
mozna powiedzie¢ bardzo duzo: jest parzysta, nieparzysta, silnie rosnaca,
silnie malejaca, ciagta, kazdy punkt dziedziny jest jej miejscem zerowym,
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nie ma miejsc zerowych, w kazdym punkcie ma ekstremum... Dosé¢ tego!
Zalozmy, ze dziedzina jest niepusta. ;—)
Szymon

[Zagadka logicznal

Odkrytem trzy sasiadujace ze soba wyspy — A, B, C. Wiedzialem, ze co
najmniej na jednej z nich zostato zakopane ztoto, lecz nie wiedziatem, na
ktorej. Wyspy B i C byly niezamieszkane: na wyspie A mieszkali rycerze
(ktorzy zawsze mowig prawde) 1 totrzy (ktorzy zawsze ktamia), zachodzita
tez mozliwosé, ze sa na niej jacys zwykli ludzie, ale nie wiedzialem czy to
prawda.

Tak sie szczesliwie zlozylo, ze znalaztem mape wyspy, pozostawiona
przez znanego, lecz niezréwnowazonego kapitana Morisona -— pirata, ktory
zakopat zloto. Wiadomosé ta byla oczywiscie zaszyfrowana. Po rozszyfro-
waniu okazalo sie, ze sktada sie z dwoch zdan. Oto ich zapis:

1. Na wyspie A nie ma zlota.
2. Jesli na wyspie A sa jacys zwykli ludzie, to na dwoch wyspach jest ztoto.

Coz, popedzilem na wyspe A; wiedziatem, ze tubylcy wiedza tam o
wszystkim co dotyczy zlota. Krol wyspy domyslit sie, o co mi chodzi i
powiedzial bez ogrédek, ze wolno mi bedzie zadaé tylko jedno pytanie do-
wolnemu tubylcowi, jakiego sobie wybiore. W zaden sposéb nie moge sie
dowiedzieé, czy 6w tubylec jest rycerzem, totrem czy zwyktym cztowiekiem.

Moje zadanie polegato na obmysleniu takiego pytania, bym po ustysze-
niu odpowiedzi na nie moglt wskazaé¢ jedna z wysp i mie¢ pewnosé, ze jest
na niej ztoto. Jakie pytanie powinienem zadac¢?

Zadanie pochodzi z ksiazki R. Smullyana ,Jaki jest tytul tej ksiazki?”.

Rozwigzanie zadania brzmi ,,Czy zdanie, ze jestes rycerzem, jest réwnowazne zdaniu, ze
na wyspie B jest ztoto?”.
Zatozmy, ze odpowiedz brzmi tak”. Jesli pytany jest rycerzem lub totrem, to na wyspie
B jest ztoto (Czytelnik zastanowi sie, dlaczego). Jesli jest zwyktym cztowiekiem, to ztoto
jest na wyspach B i C, w szczegdlnosci na wyspie B. Odpowiedz twierdzgca oznacza tedy,
ze zloto jest ma wyspie B.
Podobnie rozumujagc, otrzymujemy, zZe odpowiedZ negatywna oznacza, ze ztoto jest na
wyspie C.

ivril
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[Harmonogram Swieta Liczby Pi 2011]
w Instytucie Matematyk:

3.14 (poniedziatek)

Ia 09.42-12.00 Uroczyste rozpoczecie Swieta Pi (SA III, Instytut Fizyki US)
12.00-12.45 prof. Ryszard Rudnicki — Czy biologia inspiruje rozwdj matematyki
i odwrotnie? (s. 213)

| 12.00-20.00 Warsztaty KNM (sale: 224, 225, 226, 429, 341, 201, 208, 209)

12.30-15.00 Pilionerzy (s. 234)
13.00-13.45 prof. Wojciech Dzik — Wyprawa w Himalaje 117 lat temu (s. 213)
J'g* | 13.30-14.30 dr Zywilla Fechner — Gietda: kiedy kupié, kiedy sprzedaé (s. 216)
E 14.00-14.45 dr Anna Szczerba-Zubek — Wokot podzielnosci (s. 213)
15.00-15.45 Piotr Idzik — O pewnej szalonej funkcji (s. 213)
13.00-16.30 dr Piotr Janoska — Jak statystyka pomaga przyrodnikom? (s. 213)
17.00-20.00 Pilionerzy (s. 234)

18.00-18.45 mgr Lukasz Dawidowski — Ilekny Ilotr wecze wkantng mwzze (s. 213)

3.15 (wtorek)
09.00-09.45 Mateusz Jurczynski — Matematyka w sudoku (s. 213)

" 09.00-14.30 Warsztaty KNM (sale: 224, 225, 226, 429, 341, 208, 209)

09.00-12.00 Tour de Science

10.00-10.30 mgr Lukasz Dawidowski — O przestrzeniach Banacha (s. 213)
10.30-14.00 Pilionerzy (s. 234)

10.45-11.30 mgr Michal Stolorz — Iteracje (s. 213)

| 11.45-12.45 dr Tomasz Kochanek — Obrazy, sygnaly i informacje (s. 213)
13.00-13.45 dr Jolanta Sobera — O ciasteczkach przy ciasteczkach(s. 213)
13.00-15.00 Final konkursu Epigramat (sale 533 i 535)

14.00-15.00 Konkurs Origami (sala 209)

16.20-17.15 Rozdanie nagrod (Kinoteatr Rialto w Katowicach)
17.30-18.15 dr Marek Grajek — Enigma (Kinoteatr Rialto w Katowicach)
18.30-20.30 projekcja filmu The Social Network (Kinoteatr Rialto w Katowicach)



[Czy wiesz, ze]

o W zapisie angielskim kazda liczba catkowita wigksza niz 8 ma przy-
najmniej dwie litery wspoélne z kazdym ze swych sasiadow?

Ludzi niewierzacych w istnienie zbioréw nieskoriczonych nazywamy
ultrafinitystami i swoj rozwo] przezywaja od roku 1959...

e A tych niewierzacych w istnienie zbioréw mozliwych do uzyskania
ze zbioru wszystkich liczb naturalnych w skoriczonej liczbie krokdw
nazywamy finitystami i pierwsi finitysci pojawili sie juz przed Ary-
stotelesem?

e W zapisie angielskim ,cztery” jest jedyna liczba, ktéra ma tyle samo
liter, jak wartos¢, ktora wyraza?

o Jezeli przetasujesz w sposob losowy talie 52 kart, prawdopodobien-
stwo, ze uzyskasz dane ich ultozenie jako pierwszy czltowiek w historii
ludzkosci jest caltkiem spore? Po prostu mozliwosci utozenia sie tych
52 kart jest przeogromnie duzo — 52!, czyli ponad 10*2, a gdyby od po-
wstania Wszechswiata co sekunde przetasowywane bytoby milion talii,
do dzi§ zobaczylibysmy tylko 10%* kombinagcji...

e Matematycznie udowodniono, ze jezeli przetniesz pizze przynajmniej
czterema prostymi przecinajacymi sie w jednym punkcie (niekoniecz-
nie w §rodku pizzy — byle tylko nie na jej brzegu) i razem z kolega
bierzecie kawalki na zmiane, to kazde z Was zje dokladnie polowe
pizzy?

e Od strony matematycznej najkorzystniejsze dla mezczyzny jest wzie-
cie §lubu w wieku ok. 31 lat? (najkorzystniejsze w tym sensie, ze wtedy
juz najprawdopodobniej poznal dziewczyne, ktora jest dla niego ,do-
statecznie dobra”, a nie jest jeszcze za stary na zakladanie rodziny)

Niewinny Rosomak

[Stopka redakcyjnal

Kontakt z redakcja bezposrednio w pokoju KNM (p.524) lub elektronicznie:
macierzator@knm.katowice.pl www.knm.katowice.pl

marzec 2011 .




