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Witamy w pierwszym po wakacjach numerze
[MACIERZATORa]!

Nowy rok akademicki rozpoczynamy w Macierzatorze bardzo ,okraglto” — to
juz czterdzieste wydanie, a zawiera az dwadziescia cztery strony! W tym nu-
merze opowiemy o algebraiczno-kombinatorycznym zadaniu, z ktérym mierzyli
si¢ uczestnicy wakacyjnego International Mathematics Competition for Universi-
ty Students, pokazemy, jak ogélnie mozna spojrze¢ na prosta wlasnos¢ punktow
kratowych, poruszymy temat wypuklosci (stad tez Convex Sisters na oktadce —
serdecznie pozdrawiamy w tym miejscu ich Autora, Profesora Wolfganga Reiche-
la), zapoznamy Czytelnikow nieco z C*-algebrami i wreszcie z lekkim przymru-
zeniem oka spObujemy Was przekonaé, ze m wcale nie jest tak oczywista, jak
mogloby sie wydawaé. Znajdziecie rowniez kolejng czesé Kacika TEpX-owego oraz
pewien ciekawy problem lokalnie otwarty.

Mito nam réwniez poinformowaé, ze wydanie elektroniczne [Macierza-

tora] otrzymalo numer ISSN 2083-9774.
Redakcja



2 [MACIERZATORAO]

[Impresje olimpijskie]

Potega liniowej zaleznosci

Zawody matematyczne IMC (International Mathematics Competition
for University Students) odbywaja sie corocznie od 1994 roku i polegaja
na rozwigzaniu 10 zadan w trakcie dwoch 5-godzinnych sesji, po 5 zadan
na kazda. W XVIII edycji IMC, ktora odbyta sie w tym roku, wzieli udzial
studenci z az 44 krajow, a pozycje pierwsza w klasyfikacji druzynowej zajeli
reprezentanci Uniwersytetu Jagielloniskiego. Pierwsze miejsce w klasyfikacji
indywidualnej zajal zas bezkonkurencyjny Przemystaw Mazur z UJ (trzy-
krotny zwyciezca krajowej Olimpiady Matematycznej), ktory jako jedyny
rozwiazal wszystkie zadania.

W tym artykule oméwimy jeden z najciekawszych probleméw tegorocz-
nej edycji IMC, ktory w elegancki sposoéb wiaze rozumowania kombinato-
ryczne z elementami algebry liniowej. Bylto to ostatnie, piate, zadanie za-
proponowane podczas pierwszego dnia zawodow.

Zadanie. Niech V bedzie (2n — 1)-wymiarowq przestrzenig wektorowq nad
ciatem dwuelementowym, gdzie n jest pewng liczbg naturalng. Wykazaé, ze
dla dowolnych wektorow vi,va,...,v4,—1 € V istnieje taki cigg indeksow
1<ii<in<. ... <ig, <4dn—1, Ze

U1‘1—|-’Ui2—|-...—|—1}i2n:0. (1)

Oczywiscie V = Z3" ! jest po prostu przestrzenia (2n—1)-elementowych
ciagoéw zero-jedynkowych z dodawaniem binarnym i zwyklym mnozeniem
przez 0 i 1. Aby bardziej oswoié sie z teza naszego zadania, zapiszmy jakis
prosty przyktad, powiedzmy dla n = 2. W tym przypadku mamy danych
siedem ciagéw dtugosci 3, np.

Vy V2 V3 Vg UVUs Vg Uy
1 0o 0o 1 1 0 1
o 1 1 1 0 1 1
o 0 o0 0 1 1 1

Teza zadania orzeka, ze z wektoréw tych mozna wybraé¢ cztery sumujace
sie do wektora zerowego. Po chwili refleksji rzeczywiscie odnajdujemy taka
czworke: v; + v + vs + vg = 0. Jak jednak znalezé ogdlna metode po-
stepowania, niezalezng od konkretnego uktadu wektorow? Poniewaz mamy
otrzyma¢ wektor zerowy dtugosci 3, moglibysmy probowaé¢ dokonaé naszego
doboru ,wspotrzedna po wspotrzednej”. Aby zagwarantowaé zerowanie sie
pierwszej z nich, powinnismy wybraé cztery wektory tak, aby na pierwszej
wspoélrzednej byla parzysta liczba jedynek. Mozna to oczywiscie wykonaé
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na wiele sposobdéw, ale niestety trudno kontrolowaé, by nasz pierwszy wy-
bor dopuszczal spetnienie warunku parzystej liczby jedynek na kolejnych
wspoélrzednych. Podejscie ,wspolrzedna po wspolrzedne]” prowadzi raczej
do frustracji niz rozwigzania zadania.

Zauwazmy, ze rownanie (1) to nic innego jak liniowa zalezno$¢ naszych
wektorow (elementy naszego ciata to tylko 01 1); wyraza ono jednak tez co$
wiecej: istnienie zerowej kombinacji, w ktorej doktadnie 2n wspotczynnikow
wynosi 1. To, ze nasze wektory w ogéle sa liniowo zalezne, jest sprawa
oczywista, ale widocznie jest ich tez na tyle duzo, ze mozemy znalezé ich
zerowa kombinacje liniowa spelniajaca jeszcze ten dodatkowy warunek. No
wtasnie, 4n — 1 to wystarczajaco duzo... A moze wystarczyloby jednak
troche mniej? Czy w ogoéle ma znaczenie fakt, ze wymiar przestrzeni V'
jest nieparzysty? MoglibySmy od razu spréobowaé podaé przyktad 4n — 2
wektorow (np. dla n = 2), z ktorych nie da sie wybra¢ 2n sumujacych sie
do zera (co pokazywaloby, ze teza zadania jest optymalna), ale wrocimy
do tej kwestii za chwile, uzbrojeni w zasadniczy pomys! prowadzacy do
rozwiazania.

Idea jest bardzo prosta: rozwazy¢ przestrzen liniows zerowych kombi-
nacji liniowych naszych wektoréw. Méwiac precyzyjniej, interesowaé¢ nas
bedzie przestrzen wektorowa C < Z;m_l okreslona jako

4n—1

C:{(tl,.. s tan— 1 €Z4n L. Zth—O}

Skoro wiemy, ze vy, . . ., V4n—1 Sa liniowo zalezne, w przestrzeni C jest ,sporo”
elementéw, a pytanie, na ktore nalezy odpowiedzieé¢, to: czy jest ich na tyle
sporo, aby C zawierala choé¢ jeden wektor z doktadnie 2n jedynkami? To
dawaloby teze zadania.

Cho¢ idea wydaje si¢ bardzo prosta, nie nalezy jej lekcewazy¢. Omowimy
poZniej pewien wazny (i nietatwy!) problem geometryczno-kombinatoryczny,
w ktorego rozwigzaniu idea ta pelni role absolutnie fundamentalng. Pro-
blem za$ ma gtebokie implikacje w probabilistyce i analizie funkcjonalne;j.

Wr6émy do naszego zadania. Pytanie o wielkosé przestrzeni C jest przede
wszystkim pytaniem o jej wymiar. Jezeli wspolrzedne wektora v; oznaczymy
jako (vi1, ..., vi2n-1) (dla 1 < i <4n—1), to C jest po prostu przestrzenia
rozwiazan (t1,...,tan—1) € Zg” h uktadu réwnan liniowych

0

V11t + ..o+ Vin—1,1t4n-1

Vi2n—1t1 + ...+ Van—12n—1tan—1 = 0.
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Nasz stary, dobry znajomy, czyli twierdzenie Kroneckera—Capellego, pod-
powiada nam, ze przestrzenn rozwiazan ma wymiar bedacy réznica mie-
dzy liczba niewiadomych, a rzedem macierzy ukladu. Tak wiec dimC >
(4n — 1) — (2n — 1) = 2n. Czy to wystarczy, aby C zawierata wektor o do-
ktadnie 2n wspotrzednych rownych 17 Tak! Wektory takie mozna bowiem
uzyskaé jako réznice u — v, o ile tylko © ma doktadnie o 2n wiecej jedynek
niz v, i ma jedynki wszedzie tam, gdzie ma je v. Oznaczmy

u; =(1,...,1,0,...,0) dlal<i<d4n-—1.
——
i
Jezeli ug, € C, to mamy teze; zaldézmy wiec, ze us, ¢ C. Rozwazmy naste-
pujace pary wektorow:

(Uzng1,u1), (Ugnt2,U2), - ., (Udn—1, U2p—1)- (2)

Poniewaz jest ich dokladnie 2n — 1, a dimC > 2n, istnieje wérod nich pa-
ra, ktorej obydwa skladniki naleza do C (zasada szufladkowa Dirichleta).
W przeciwnym razie wymiar przestrzeni dopetniajacej C do 23"71 wyno-
sitby co najmniej (2n — 1) + 1 (dodaliémy wektor ws,), co przeczyloby
nieré6wnosci dim C > 2n. Zauwazmy w koricu, ze jezeli (ugn4j,u;) jest para,
o ktérej wyzej mowa, to mamy uz,1; —u; € C, a wiec otrzymalismy wektor
o dokladnie 2n jedynkach, nalezacy do C.

Mozemy teraz odpowiedzie¢ na pytanie o optymalnosé liczby 4n — 1
w tezie zadania. Analizujac nasz dowdd, widzimy, ze jedynym sposobem
popsucia tej tezy jest zmniejszenie wymiaru przestrzeni C. Gdybysmy mieli
jedynie 4n — 2 wektorow vy, ..., v4,—2 € V, dla ktorych dodatkowo

V11 V21 cee Vin—2,1
rank : : : =2n—1,
Vi,2n—1 V22n—-1 ... U4n—22n—1

todimC = (4n —2) — (2n — 1) = 2n — 1 i mozliwe, ze wowczas przestrzei C
zawieralaby tylko po jednym elemencie kazdej pary w ciagu (2). MoglibySmy
np. przyjaé¢ C = span{uy, ua, ..., usn—1}; przykladowym uktadem réwnaii,
ktorego przestrzenig rozwiazan jest C jest wowczas to, = topy1 = ... =
tan—1 = 0, ktéry odpowiada wektorom: v1 = ... = vo,—1 = 0 oraz vo,4j; =
€j+1 (wektory bazy kanonicznej) dla 0 < j < 2n — 2.

Jak wida¢, dla kazdego n € N dysponujemy kontrprzyktadem pokazuja-
cym, ze sposrod 4n — 2 wektoréw przestrzeni V' niekoniecznie mozna wybraé
2n sumujacych sie do wektora zerowego.

Przekonalisémy sie, ze pomyst, aby spojrzeé¢ na zbiér kombinacji linio-
wych jak na przestrzen wektorowa, prosta droga doprowadzil do rozwia-
zania zadania z IMC. Przejdzmy teraz do innego problemu, ktorego zrodlo
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tkwi w klasycznym twierdzeniu Riemanna: dla kazdego warunkowo zbiezne-
go szeregu » ., @, liczb rzeczywistych, oraz kazdej liczby ¢ € R, istnieje
taka permutacja o zbioru liczb naturalnych, ze 220:1 Tyn) = t. Co be-
dzie jezeli liczby rzeczywiste zastapimy zespolonymi? Oczywiscie twierdze-
nie Riemanna, w niezmienionym brzmieniu, przestaje by¢ prawdziwe, na co
wskazuje przyklad szeregu Y oo (1/n? +i(—1)"/n). Nasuwa on nastepuja-
ce przeformutowanie, ktore okazuje sie by¢ catkowicie trafnym analogonem
twierdzenia Riemanna dla liczb zespolonych i nie tylko:

Twierdzenie Lévy’ego—Steinitza. Niech d € N oraz {z,}52, C R%.
Wowczas zbior sum postaci Y-, To(n), gdzie o przebiega 2bior wszystkich
permutacyi N, jest albo zbiorem pustym, albo zbiorem postaci v + V', gdzie
v €RL, a V jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni RY.

Dowdéd tego twierdzenia jako pierwszy oglosil Paul Lévy w 1905 ro-
ku, jednak w 1913 roku Ernst Steinitz znalazt w nim luke i podal nowy
dowodd, juz catkowicie poprawny. Twierdzenie to jest nieporéwnanie trud-
niejsze niz oryginalne twierdzenie Riemanna! Przytoczymy tutaj fragment
z przegladowego artykulu Petera Rosenthala [1]: I was told of the Lévy-
Steinitz Theorem by Israel Halperin. The first few times that he started to
explain the proof to me, I didn’t listen; I assumed that I could prove the
theorem in some easier way. Finally, after I realized I couldn’t prove it, I
let him describe the proof.

Co to ma wspoélnego z idea rozwazania przestrzeni kombinacji linio-
wych? Ot6z twierdzenie Lévy’ego-Steinitza do$é¢ tatwo sprowadza sie do
pewnego pieknego, geometryczno-kombinatorycznego faktu, ktory mozna
wypowiedzie¢ nastepujaco:

Lemat Steinitza. Jezeli {z;}}_, C R? oraz |lz;|| < 1 (norma euklide-
sowa) dla 1 < j < n, to dla pewnego ciggu {e;}7_; C {—1,1} mamy

1325y 255l < V.

W przysztych Impresjach omoéwimy blizej lemat Steinitza wraz z roz-
nymi jego wariacjami i zobaczymy, jak cenna jest idea badania przestrzeni
zaleznosci liniowych. Poki co, Czytelnik jest goraco zachecany do podjecia
proby samodzielnego wykazania lematu Steinitza. Powodzenia!

[1] P. Rosenthal, The remarkable theorem of Lévy and Steinitz, Amer.
Math. Monthly 94 (1987), 342-351.

Tomasz Kochanek
Autor artykutu jest adiunktem w Instytucie Matematyki Uniwersytetu Slg-
skiego w Katowicach.
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[Twierdzenie o zbiorach prawie skoriczonych]

W ksiazce [6] Hugon Steinhaus zawarl wiele cickawych zadan z mate-
matyki elementarnej. Niektore z nich dotycza zbioru punktéw kratowych,
tzn. punktow plaszczyzny euklidesowej, ktorych wspolrzedne sa liczbami
catkowitymi. Jednym z tych probleméw jest nastepujace pytanie:

Czy dla kazdego N € N istnieje na plaszczyznie koto, ktore
zawiera doktadnie N punktéow kratowych?

Mozna pokazaé, uzywajac prostych argumentéw z geometrii analitycznej
i teorii liczb, ze odpowiedz na powyzsze pytanie brzmi: tak (zob. [4]).

W niniejszym artykule pragne przedstawi¢ autorskie uogdlnienie rozpa-
trywanego zadania Steinhausa na przestrzenie Hilberta (zob. [7, 8]). Do zro-
zumienia tekstu wymagana jest podstawowa wiedza z analizy funkcjonalnej
i topologii, szczegblnie z teorii przestrzeni Hilberta i wypowiedz twierdzenia
Baire’a o kategoriach (wymagane wiadomosci mozna znalezé np. w [3, 5, 8]).

Oprocz samego przeniesienia problemu na ogdlniejsze przestrzenie i szer-
sza klase zbioréw ,prawie skoriczonych” (odpowiednikow zbioru punktow
kratowych z powyzszego problemu) dodatkowo pokaze, ze istnieja punk-
ty y o tej wlasnosci, ze dla dowolnego N pewna kula o srodku w y zawiera
doktadnie N punktéw nalezacych do z géry zadanego zbioru ,prawie skoii-
czonego”. Okaze sie réwniez, przy zastosowaniu twierdzenia Baire’a o kate-
goriach, ze zbior punktéw o wyzej wymienionej wlasnosci jest gesty, co sta-
nie si¢ dos¢ dobrym narzedziem do wykazywania nieunitarnosci przestrzeni
(artykul o tego typu zastosowaniach znajdzie si¢ w nastepnym numerze
[Macierzatoral).

Przed rozpoczeciem gltéwnej czesci artykutu nalezy jeszcze zwrocié uwa-
ge, ze problemy Steinhausa o punktach kratowych staly sie inspiracja do ba-
dan matematycznych. Np. w [2] autorzy rozwazaja problem istnienia zbioru,
ktory ma doktadnie jeden punkt wspolny z kazdym podzbiorem, ktory jest
przystajacy do zbioru wszystkich punktéw kratowych. Rowniez w [1] pewne
uogdlnienia nastepnych trzech probleméw Steinhausa sg rozwazane.

Przechodzac do czesci glownej artykutu, zaczniemy od wprowadzenia
nastepujacej definicji. Powiemy, ze zbior A jest prawie skoriczony w prze-
strzeni metrycznej X, jezeli A jest zbiorem nieskoriczonym i dowolna kula
w X zawiera tylko skoiiczong liczbe jego elementéw. Drugi warunek impli-
kuje, ze zbiér A jest przeliczalny. Na przyklad zbior punktow kratowych
w skoiiczenie wymiarowe]j przestrzeni kartezjarnskiej jest prawie skonczony.

W artykule wykorzystamy jeszcze pewien fakt z analizy funkcjonalne;j.

Lemat 1. Niech Y bedzie wltasciwg podprzestrzeniq lintowq przestrzeni
unormowanej X. Wowczas Y jest zbiorem brzegowym w X.
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Glownym wynikiem niniejszej pracy jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2. Zalézmy, ze A jest zbiorem prawie skonczonym w prze-
strzeni Hilberta X . Istnieje wowczas zbiorY gesty w X taki, Ze dla dowolne-
goy €Y 1 dowolnej liczby naturalnej N istnieje kula o Srodku w punkcie y,
ktora zawiera doktadnie N elementdw zbioru A.

Dowdd. Oznaczmy przez x1,To, . .. elementy zbioru A. Mozemy zalozy¢, ze
x; # xj, gdy ¢ # j. Ustawmy w ciag (an) zbior par postaci (x;,x;), gdzie
1 < j. Dla dowolnego n € N oznaczmy

An ={z e X |lz; — 2| = ||lz; — 2|},

jezeli an, = (x4, ;).

Zauwazmy, ze A, = p~1({0}), gdzie p(z) = ||z; —z| — ||z; — 2| Z twier-
dzenia o cigglosci normy otrzymujemy, ze ¢ jest funkcja ciagly, wiec A,
jest zbiorem domknietym jako przeciwobraz zbioru domknietego przez prze-
ksztalcenie ciagte.

W celu pokazania, ze zbior A, jest brzegowy niech v: X — X bedzie
dana wzorem
x; + ZL’j

P(z) =2+

Ti—a ) ) . . .
oraz w = ~5-. Zauwazmy, ze w # 0, poniewaz wyrazy ciagu (z;) sa

parami r6zne. Wowczas

v({z € Xt fw—af = w+2]}) = Ay

Poniewaz przesuniecie zbioru brzegowego o dowolny wektor jest zbiorem
brzegowym, wiec wystarczy pokazaé, ze

B,={z e X :|w-ua|=|w+a|}
jest zbiorem brzegowym. Wezmy dowolny x € B,,. Zachodzi wowczas:

lw — | = [Jw + ]|
(w—zlw—1z) = (w+z|w+x)
[wl* = (wle) — (zlw) + 2] = [lw]|* + (w]z) + (z|w) + [l]
(wlz) = — (zfw)

{xlw) + (z|w) = 0.
Z powyzszych rownosci wynika, ze Re (x|w) = 0. Oznacza to, ze

B, ={z € X : Re (z|w) = 0}.
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Latwo sprawdzi¢, ze B, jest podprzestrzenig liniowa X, jezeli X bedzie
traktowana jako przestrzen liniows nad ciatem R. Dodatkowo B,, jest wla-
Sciwa, przestrzenia, bo w ¢ B,. Z lematu 1 wynika, ze B,, jest zbiorem
brzegowym. Stad réwniez zbior A,, jest zbiorem brzegowym dla dowolnego
n € N.

Z twierdzenia Baire’a wynika, ze zbior | J;-_; A, jest zbiorem brzegowym
w X. Jezeli oznaczymy przez Y dopelnienie tego zbioru, to oczywiscie Y
bedzie zbiorem gestym.

Wezmy dowolne N € N. Jezeli y € Y, to A C (J,~, K(y,n). Istnieje
zatem takie ng, ze |K(y,ng) N A| > N. Oznaczmy przez yi,...,Yn (n >
N) liczby ze zbioru K (y,ng) N A (jest ich skoniczenie wiele ze wzgledu na
to, ze A jest prawie skoniczony). Niech r; oznacza odlegltos¢é punktu y od
yi (i = 1,...,n). Z konstrukcji zbioru Y wynika, ze liczby ri,...,7, sa
parami rézne, wiec bez utraty ogélnosci mozemy zalozyé¢, ze prawdziwe sa
nieré6wnosci

o <rp <re<...<rp<7Tpii,

gdzie dodatkowo definiujemy: rg = 0 i 7,41 = ng. Poniewaz n > N, wiec
mozemy przyjaé za § dowolng liczbe spetniajaca ry < § < ryi1. Wowcezas
K(y, ) zawiera doktadnie N punktow zbioru A. O

Uwaga 1. Prawdziwe jest réwniez analogiczne twierdzenie dla zbioréow
skoniczonych przy oczywistym dodatkowym zalozeniu, ze liczba N nie jest
wieksza od mocy rozpatrywanego zbioru skonczonego.

Twierdzenie 2 znajduje zastosowanie przy wykazywaniu, ze pewne prze-
strzenie Banacha nie sa przestrzeniami Hilberta. Jest to alternatywna meto-
da do tzw. tozsamosci réwnolegloboku. Problem przedstawie w nastepnym
numerze [Macierzatora].
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[Dwa problemy z wypuklosci]

We wrzesniu tego roku czlonkowie Kota Naukowego Matematykow US
uczestniczyli w miedzynarodowym intensywnym kursie matematycznym,
zatytutowanym , Analytical and Computer Assisted Methods in Mathema-
tical Models”. W ramach jego zaliczenia, oprocz egzaminu, nalezato przygo-
towaé projekt zwigzany z tematyks wyjazdu. My wybraliémy problem za-
proponowany przez Profesora Romana Gera, dotyczacy analizy wypuktej;
wydal sie on nam ciekawy, totez postanowiliSmy przettumaczy¢ i opubliko-
waé w [Macierzatorze| nasze rozwiazanie.

Projekt sktadal sie z dwoch czesci; pierwsza z nich sformutowana byta
nastepujaco:

Podaé przyktad nieciggtej, wypuktej w sensie Jensena funkcji, ktora jest
ograniczona z dotu na R.

Pokazemy, ze funkcja taka jest ztozenie funkcji eksponencjalnej z nieciagta
funkcja addytywna. W dalszych fragmentach artykulu zajmiemy si¢ druga
czedcia projektu, to znaczy

Udowodnimy, Ze ograniczona z gory, wypukta funkcja z R w R jest stata.

Oczywiscie, mozna to wykaza¢ na wiele sposobéw; my wybraliémy dwa:
nasuwajacy sie w sposéb najbardziej naturalny dowod nie wprost oraz bez-
posrednio.

Przywolajmy najpierw formalna definicje wypuklosci w sensie Jensena:
funkcja f : D — R jest wypukla w sensie Jensena, gdy dla wszelkich z,y
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nalezacych do D zachodzi nastepujgca nieré6wnosé:

(240) < @10

W naszym przypadku D = R. Réwnowaznie mozna powiedzieé¢, ze funkcja
f jest wypukla w sensie Jensena wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszelkich
A € ]0,1] N Q oraz wszelkich z,y € D prawda jest, ze

fOz+ (1= XNy) < Af(2) + (1 =) f(y).

Przypomnijmy réwniez, ze z analizy wypuklej wiadomo, ze istnieje nie-
ciggta funkcja f, ktora jest addytywna (czyli f(z +y) = f(x) + f(y) dla
wszelkich z,y € R).

Pokazemy teraz, ze zlozenie g(x) = exp(z) oraz nieciaglej addytywnej
funkcji f jest poszukiwanym przykladem nieciagtej funkcji wypuktej w sen-
sie Jensena, ktora jest ograniczona z dotu.

Niech f bedzie nieciagla addytywna funkcja okreslong na R oraz niech
g(x) = exp(z). Oznaczmy zlozenie g o f jako F. Wezmy A € [0,1] N Q
iz,y € R. Wtedy f spelnia nastepujace réwnanie:

fQz 4+ (1= Ny) =Af(z) + (1= A)f(z)
7 wypuklosci funkcji g otrzymujemy:

FOz+ (1= XNy) =exp(f(Az + (1 = N)y)) <
Nexp(f(x)) + (1 - \) exp(f(x) <
AF(z) 4+ (1= MNF(y)

NN

dla wszelkich A € [0,1]NQ. Oznacza to, iz F jest wypukla w sensie Jensena.

Pozostaje dowiesé, ze F' jest ograniczona z dotu oraz nieciagla. Pierw-
sza wlasnosé jest spelniona w sposob oczywisty (ze wzgledu na fakt, iz
exp(z) > 0 dla z € R). Nietrudno tez uzasadni¢ prawdziwosé¢ drugiej tezy:
gdyby F byta ciagla, to In F' réwniez musialaby by¢ ciagla, co prowadzi do
sprzecznosci, gdyz In F' = f, zatem istotnie F' jest nieciggla.

Reasumujac, F jest nieciagta wypukla w sensie Jensena funkcja ograni-
czong z dolu na R, co nalezalo wykazaé.

Zajmiemy sie teraz druga czescia projektu, ktoéra, przypomnijmy, sfor-
mutowana byla w sposéb nastepujacy:

Udowodnié, ze ograniczona z gory, wypukta funkcja z R w R jest stata.

Jak wspominalismy we wstepie, podamy dwa roézne uzasadnienia tego faktu.
Pierwszy z nich bedzie dowodem nie wprost.
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Zaltozmy, ze istnieje wypukla funkcja f: R — R, ktora jest ograniczona
z gory (to znaczy, istnieje taka stala M, ze dla wszelkich z € R zachodzi
f(z) < M) oraz takie z,y € R, ze f(z) # f(y).

Bez straty ogolnosci mozemy zalozy¢, ze f(y) > f(x). Wtedy istnieje
taka 0 < A\g < 1, dla ktoérej prawda jest, ze

fly) > Af(z)dlaXd e[l — ), 1)
(innymi stowy: istnieje taka § > 0, ze f(y) — Af(x) > ).

Niech A € [1 — Ao, 1); zdefiniujmy 2(\) = £=3%. Wtedy

y=Az+ (1—A)z(A).
Ze wzgledu na wypuklosé f mamy
Fly) <Af(@) + (1 =N f(z(N)
dla X € [1 — Ao, 1), zatem

Whioskujemy stad, ze jesli A dazy do jedynki, to f(z(\)) zmierza do nie-
skonczonosci.

Ostatecznie istnieje A € [1 — Ao, 1), dla ktorej f(z(A\)) > M, co jest
niezgodne z zalozeniem. Otrzymana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze f musi by¢
stata, co konczy pierwszy dowdd.

Postawiony problem mozna rozwiazaé¢ réwniez nastepujaco: dla kazdego
€ > 0 istnieje taki x. € R, ze

sup f(t) —e < f(x.).

teR
Niech z € R. Mozemy wtedy napisaé, ze

1 1
Te =52 + 5(2% —x).

Zauwazmy, ze

sup (1) — & < f(2) < 54(2) + 3 f Qe — ) < 5 () + 3 sup F(0),
teR teR
a zatem

1 1
§§lelﬂlgf(t) —e <5 f(@)
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co oznacza (ze wzgledu na dowolnosé €), ze sup,cp f(t) < f(x). Oczywiscie
sup,cg f(t) > f(z). Ostatecznie f(x) = sup,ep f(t) dla wszelkich z € R,
a zatem f jest stala, a to wlasnie mieliémy udowodnic.

Joanna Zwierzynska, Pawel Zwoleriski

Przedstawiony powyzej problem otwiera droge do dalszych dyskusji. Po-
nizej prezentujemy komentarz do prezentowanego zagadnienia:

Sformutowanie problemu niejako wymusza uzycie w jego rozwiazaniu
(pewnej formy) Aksjomatu Wyboru (AC). Rzeczywiscie, w pierwszej po-
towie XX wieku amerykainski matematyk Henry Blumberg udowodnit, ze
kazda mierzalna funkcja wypukta w sensie Jensena, ktora jest okreslona na
calej prostej jest automatycznie wypuklal.

Wydaje sie, iz jesteSmy w dobrym momencie, by zastanowi¢ sie nad
zwiazkiem mierzalnosci i aksjomatyki ZF. Jest rzecza nalezaca juz do ma-
tematycznego folkloru, ze o ile tylko teoria ZF jest niesprzeczna, to takze
teorie ZF + AC oraz ZF + —AC sg niesprzeczne. W tej drugiej my, mate-
matycy, mamy do$¢ ograniczone pole manewru (chociaz jest to bardzo su-
biektywne odczucie i zalezy od punktu widzenia) — nie mozemy na przykltad
udowodni¢ rownowaznosci definicji ciggtosci w sensie Cauchy’ego z definicja
w sensie Heinego, ani nawet tego, ze miara Lebesgue’a jest miara. A gdzie
w tym wszystkim sg zbiory niemierzalne? Zakladajac dodatkowo wzgledem
ZF, 7e kazdy filtr w dowolnej algebrze Boole’a mozna rozszerzy¢ do ultrafil-
tru, mozemy dowies¢ istnienia zbioréw niemierzalnych (a takze twierdzenia
Hahna—Banacha przy okazji!). Z drugiej strony wiadomo, ze zalozenie to
nie jest rownowazne z AC. A co gdyby wszystkie zbiory byly mierzalne?
Czy jest to mozliwe (czyt. niesprzeczne z ZF)? Gdyby tak bylo, nie byloby
funkcji niemierzalnych, a wiec i rozwiazan naszego problemu! Okazuje sie, ze
istnienie takiego bajkowego $wiata jest rzeczywiscie niesprzeczne — Robert
M. Solovay skonstruowat model ZF, w ktérym mamy do dyspozycji pewna,
slabsza wersje Aksjomatu Wyboru (tzw. Regule Wyboréw Zaleznych; jest
ona jednak na tyle mocna, ze mozemy udowodnié, iz miara Lebesgue’a jest
miara) oraz wszystkie podzbiory prostej sa mierzalne?, tzn. w tym konkret-
nym modelu odpowiedZ na nasz problem brzmi ,Czy aby na pewno Panie
Profesorze?”.

Tomek Kania

1H. Blumberg, ,On convex functions”, Trans. Amer. Math. Soc., 20. (1919), 40-44
2R.M. Solovay, ,A model of set-theory in which every set of reals is Lebesgue measu-
rable”. Annals of Mathematics 92 (1970) 1-56
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Autor komentarza proponuje réwniez inny, prosty dowod faktu, ze kazda
ograniczona z gory, wypukta funkcja z R w R musi by¢ stata:

Dowdd. Zaldézmy, ze istnieje wypukla i ograniczona z géry funkcja f, ktora

nie jest stala, tj. istnieja takie dwie liczby rzeczywiste x i y, ze f(x) > f(y).

Ustalmy liczbe A € (0, 1]. Mozemy zapisac:
z=z—1-ANy+ Q- Ny=z—y+Iy+{1-Ny=

:)\(:E/\_y)+)\y+(1—)\)y:)\<x/\_y+y)+(1—)\)y

7 wypuklosci funkcji f wynika, ze

J@) < M (S +y) + =N |- 0=/
F@) = )+ Afy) < A (52 +y) | A
f(m);f(y)+f(y) < f(L;y—Fy)

Poniewaz, z zalozenia f(z) — f(y) > 0, przechodzac do granicy przy
A — 0T, pokazujemy, ze

: f(z) — fy) . T—Y
o= lim | —W—F < liminf f | —= ,
* A—0+ ( A )< A—0+ / A Ty
to jest prawa strona powyzszej nieréwnosci ucieka do nieskoiiczonosci. Wy-
nika stad, ze f jest, wbrew zalozeniu, nieograniczona. Sprzecznosc. O

[Problemy (lokalnie) otwarte]

Postanowilidémy, ze, od obecnego numeru poczawszy, bedziemy na la-
mach [Macierzatora| zamieszczaé roznego typu problemy otwarte i lokalnie
otwarte — niektore z nich beda mialy stosunkowo latwag odpowiedZ, inne
— beda problemami wciaz nierozwiazanymi. Proponujemy Czytelnikom, by
sprobowali zmierzy¢ sie z postawionymi problemami. W przypadku pytan,
na ktore odpowiedz jest znana, bedziemy ja publikowaé w kolejnym wyda-
niu [Macierzatora]. W tym miesiacu wybraliSmy dla Was problem zapropo-
nowany przez Tomka Kanie:

Uzasadnié, ze dla kazdej osrodkowej przestrzent Banacha E istnieje roz-
nowartosciowy operator ograniczony T: E — H, gdzie H jest osrodkowq
przestrzeniq Hilberta. Czy gdy E = co operator ten moze mie¢ domkniety
obraz? Co w przypadku E = (' ? Bqdz dla (™ ?

Odpowiedz na te pytania jest stosunkowo prosta. Czekamy na maile (nie
tylko od studentow!) pod adresem macierzator@knm.katowice.pl!
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[Pierwsze kwantowanie matematyki]

'77

,Mnozenie macierzy nie jest przemienne!” — oto jeden z faktow, ktory
najtrudniej zaakceptowaé studentom matematyki pierwszego roku. Trud-
nos¢, ktoéra w tym miejscu sie pojawia, zwiagzana jest z gleboko zakorzenio-
nymi intuicjami na temat przemiennosci mnozenia liczb (a wiec i funkeji).
Ten szok wywotany pojawieniem sie nieintuicyjnej wtasnosci studiowanych
obiektéow przypomina ten, ktory przezyh niegdy$ fizycy po opublikowaniu
przez Wernera Heisenberga w pracy ,,JUber quantentheretische Umdeutung
kinematischer und mechanischer Beziehungen” w 1925 roku stynnej zasa-
dy nieoznaczonosci. W duzym uproszczeniu, konsekwencja tej zasady jest
mozliwo$¢ opisu zjawisk na poziomie kwantowym poprzez interpretowanie
zmiennych zaleznych od czasu w klasycznej fizyce newtonowskiej jako ma-
cierzy nieskoriczonych (tak zwanych obserwabli). W nowoczesnym ujeciu
mechaniki kwantowej o macierzach tych mys§li sie, za Johnem von Neu-
mannem, jako o operatorach samosprzezonych na (osrodkowej) przestrzeni
Hilberta®.

Dosé dobrze moze podsumowaé¢ powyzszy akapit nastepujacy, banalny,
ale jakze trafny slogan — ,Operatory to skwantowane funkcje!” Rzeczywi-
$cie, idea nieprzemiennej matematyki, o ile nie bedzie naduzyciem nazwa-
nie zbiorczo wielu juz dorostych dziedzin matematyki, ktére w jakis sposob
odwotuja sie do pojecia przestrzeni Hilberta, jest odnajdywanie nieprze-
miennych (cokolwiek by to na razie nie znaczyto) odpowiednikéw znanych
pojeé (jak na przyktad przestrzen topologiczna, przestrzen z miara, prze-
strzenn Banacha, grupa itp...) oraz ,wyciskania” z nich tego, czego czesto
wycisnaé sie nie da w klasycznym przypadku.

Aby nie szuka¢ daleko, zatrzymajmy sie na moment przy pojeciu C*-
algebry. Naszym celem jest uzasadnienie kolejnego sloganu, ze ,C*-algebry
to nieprzemienne (albo skwantowane) przestrzenie topologiczne”. Dla usta-
lenia uwagi, pomyslmy na moment o lokalnie zwartej przestrzeni Hausdorffa
K. Tak naprawde, wszystkie istotne informacje o przestrzeni K zakodowa-
ne sa w algebrze Banacha C(K) wszystkich zespolonych funkcji ciagtych
na K iznikajacych w nieskoiiczonosci z dziataniami okreslonymi punktowo
oraz norma supremum. Mnozenie funkcji jest przemienne, a wiec i sama
algebra C'(K) jest przemienna. Zauwazmy, ze mozemy zdefiniowa¢ nowa
operacje *: C(K) — C(K) (inwolucje) wzorem f*(z) = f(2), f € C(K).
Mamy ponadto (f +g)* = f* + g% (f9)" = g"f*, (cf)* = of* oraz
£ = I 1f*ll dla dowolnych f,g € C(K) oraz dowolnego skalara
c. Algebry tego rodzaju sa prototypami ogodlniejszych C*-algebr — algebre

3przypomnijmy, ze operator liniowy T na przestrzeni Hilberta H jest samosprzezony,
gdy T = T, tj. dla kazdej pary elementéw a,b € H mamy (T'a,b) = (a, Tb); kazdy ope-
rator samosprzezony, okreslony na calej przestrzeni H, jest automatycznie ograniczony
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Banacha A z inwolucjg * nazywa sie C*-algebra, gdy spelniona jest réwnosé
laa*|| = |la] - |la*|| dla kazdego a € A. Jedno z fundamentalnych twierdzen
teorii C*-algebr, twierdzenie Gelfanda—Najmarka—Segala, glosi, ze w istocie
kazda C*-algebra realizuje sie wiernie jako (koniecznie domknieta) pod-C*-
algebra algebry %(H) operatorow ograniczonych na pewnej przestrzeni Hil-
berta H (inwolucja w 2 (H) jest sprzezenie operatora). Nietrudno zauwazy¢,
ze w przemiennym przypadku okreslilismy funktor kontrawariantny z ka-
tegorii przestrzeni lokalnie zwartych w kategorie przemiennych C*-algebr,
a ponadto twierdzenie Gelfanda—Najmarka—Segala sugeruje, ze idea opera-
tora dobrze uogolnia pojecie funkcji.

W ponizszej tabeli zalaczone jest poréwnanie pojeé¢ topologicznych i ich
nieprzemiennych odpowiednikéw. Ze wzgledu na ograniczone tamy nie be-
dziemy zaglebiaé si¢ w ich szczeg6ly, a zainteresowanego Czytelnika odsy-
tamy do literatury wyszczegélnionej na konicu.

Przestrzenie lokalnie zwarte C*-algebry

funkcja ciggta *_homomorfizm
homeomofizm *_automorfizm

uzwarcenie dotlaczenie jedynki

zbiér otwarty ideal

zbiér domkniety obraz przez *-homomorfizm
dopelnienie zbioru jednoelementowego | ideal maksymalny

punkt izolowany ideal minimalny

miara Radona funkcjonal dodatni

Powyzsza lista jest oczywiscie daleka od kompletnej.

Naturalnym pojeciem dla kazdego matematyka jest pojecie calki i catko-
wania (obecnie przez calke rozumie si¢ najczesciej catke Lebesgue’a wzgle-
dem pewnej abstrakcyjnej miary — postaramy sie poj$¢ dalej ta droga). Po-
dobnie jak informacje o przestrzeni topologicznej kodowane sg przez funkcje
ciggle na niej okreslone, tak samo informacje o mierze kodowane sg przez
funkcje mierzalne, ktore sa ograniczone w sposob istotny (tj. wszystko roz-
grywa sie w przestrzeni Banacha L*°). Mowiac dokladniej, majac dana
przestrzen z miara (X, 1) (aby nie mnozy¢ definicji zat6zmy, ze miara p nie
jest zbyt patologiczna — niech bedzie ona, na przyktad, o-skoiiczona) rownie
wygodnie jest mysle¢ o przestrzeni Banacha L (u), ktora znéw w natural-
ny sposéb wyposazona jest w strukture przemiennej C*-algebry*. Okazuje
sie, ze obraz kazdej reprezentacji tej C*-algebry w %#(H) jest domkniety w

4Czytelnik znajacy twierdzenie Gelfanda—Najmarka wie, iz z twierdzenia tego wyni-
ka, ze C*-algebra L°°(u) jest *-izomorficzna z C*-algebra postaci C(K), gdzie K jest
pewng przestrzenia zwarta; w pewnym sensie przestrzen K jest zawsze bardzo duza — dla
przyktadu, jezeli p jest miara Lebesgue’a na odcinku jednostkowym albo miara liczaca
na zbiorze przeliczalnym, to wynikowa przestrzen K jest mocy 2°.
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sensie zar6wno stabej jak i mocnej topologii operatorowej (obydwie te to-
pologie sg stabsze od topologii pochodzacej od normy). Jest to niestychanie
mocna i porzadna wlasnosé!

Pod-C*-algebry z jedynka algebry %(H), ktore sa domkniete w stabej
topologii operatorowej, nazywane sg algebrami von Neumanna i w pewnym
sensie spelniaja role nieprzemiennych przestrzeni z miara. Twierdzenie Sa-
kai mowi, ze dla kazdej algebry von Neumanna .# istnieje wyznaczona
jednoznacznie z doktadnoscia do izometrii taka przestrzenn Banacha ./,
ze (My)* = M oraz wlasnosé ta charakteryzuje algebry von Neumanna
posrod C*-algebr. Sytuacja ta nie jest dla nas niczym nowym — mamy
przeciez dualno$é L'(u)* = L*(u)! Z wiekszoscia algebr von Neumanna
mozna w naturalny sposob stowarzyszyé¢ nieprzemienne przestrzenie LP,
p > 1 w ten sposob, ze M. = L*(#) oraz L>®°(M) = #°. ITnnym zaska-
kujacym faktem jest twierdzenie von Neumanna moéwigce, ze C*-algebra
z jedynka jest algebra von Neumanna wtedy i tylko wtedy, gdy jest row-
na... komutantowi swojego komutanta (ten czysto algebraiczny warunek
$wiadczy o olbrzymiej sile tego pojecial).

Mozemy $miato powiedzieé, ze tak jak miara jest centralnym pojeciem
w teorii miary, rachunku prawdopodobienistwa, a wiec i posrednio teorii pro-
ces6w stochastycznych, tak samo pojecie algebry von Neumanna jest punk-
tem wyjécia do uprawiania nieprzemiennych odpowiednikéw tych dziedzin.
Tak naprawde dopiero tu rozpoczyna si¢ przygoda z nieprzemienng mate-
matyka, w ktorej pojecie algebry von Neumanna zawsze gdzies sie przewija.
Swiat ten jest juz tak ogromny i tak dorosty, ze czuje si¢ lekko zmieszany,
konczac artykul w miejscu, w ktérym wszystko sie zaczyna. Poniewaz nie
unikatem uzywania sloganéw, pozwole sobie uzy¢ jeszcze jednego: kto raz
wyplynie na ocean nieprzemiennej matematyki, nigdy nie bedzie chcial na
stale zadokowaé¢ w porcie nazywanym Przemienno$é. Uff, teraz moge juz
zakoniczy¢.

Literatura
[1] W. Arveson, An invitation to C*-algebras, Springer-Verlag, New York, 1976

[2] B. Blackadar, Operator algebras. Theory of C*-algebras and von Neumann
algebras. Springer, 2006

[3] M. Takesaki, Theory of Operator Algebras I, Springer-Verlag, Berlin-
Heidelberg-New York, 1979.

Tomek Kania (t.kania@lancaster.ac.uk)

5Na przyklad, gdy wezmiemy .# = %(H) oraz p > 1, przestrzeni LP(.#) jest niczym
innym jak przestrzenia operatoréw zwartych na H, ktérych slad jest sumowalny w p-tej
potedze; przy p = 2 jest to przestrzen (Hilberta) operatoréow Hilberta—Schmidta.
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[Manifest 7|

Jaka jest najpiekniejsza stala w matematyce? Wiekszosé z nas, bied-
nych, naiwnych, spaczonych wieloletnig propaganda, niewinnych umystow
bez namystu odpowie ,,7!” Bo ¢6Z moze by¢ piekniejszego niz stala wyraza-
jaca stosunek obwodu okregu do jego Srednicy? Przeciez ta stala wystepuje
w tylu pieknych wzorach! W caltkach we wspotrzednych biegunowych:

21 00
//f(r, 6)drde
0 0
W rozktadzie normalnym:
1 _(@-w?

— 00

Nawet w funkcji zeta Riemanna:

Clan) = g 2

Czy jednak zauwazyliscie co$ interesujacego? Co$ nienaturalnego? Cos
dziwnego w tych czterech wzorach (ktore sa tylko przyktadowe)? Bob Palais
i Michael Hartl zauwazyli. Mianowicie, to nie m wystepuje w tych wszyst-
kich wzorach, ale stala znacznie wazniejsza i naturalniejsza — 2r. W swych
artykutach ,,7 is wrong!” i, The 7 manifesto” proponuja zerwanie z odwiecz-
ng tradycja i zastapienie wszechobecnej statej w statg 7 = 27. Ale dlaczego?
Czy chodzi tylko o wystepowanie we wzorach? Czy dlatego nagle mamy sie
przestawia¢ na cos zupelnie nowego? Nie tylko dlatego. Przypatrzmy sie
kilku réznym argumentom dla zastapienia 7.

Po pierwsze, definicja. Rozwazmy przestrzen metryczng i kule w niej.
Kula ta jest zadana przez dwie rzeczy — jej §rodek i jej promien. W dziewie-
ciu przypadkach na dziesie¢ gdy w matematyce méwimy o kuli, to méwimy
o0 jej promieniu. Srednica jest czasami potrzebna (choé¢ bardziej srednica
zbioru niz $rednica samej kuli), ale zazwyczaj jest ona po prostu dwukrot-
noscig promienia. To promieil jest istotny, a nie $rednica. Stad definicja m,
jako ,statej kota”, powinna zawiera¢ w sobie wtasnie promien, jako element
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istotniejszy niz Srednice. Skad zatem Srednica w tej definicji? To proste —
7w to liczba do$é stara i zapewne zostala zdefiniowana tak a nie inaczej,
bo majac jakie$ ,prawdziwe” koto tatwiej jest wyznaczy¢ za pomoca sznur-
ka czy podobnej rzeczy jego Srednice niz promien... Nie zmienia to jednak
faktu, ze dzi$ branie tej $rednicy jest po prostu nienaturalne.

Po drugie, aspekt pedagogiczny. Odpowiedzmy sobie na pytanie — o ja-
ki kat musimy si¢ obroci¢, by wykonaé¢ ¢éwieré pelnego obrotu? To pro-
ste — o 5, bo jeden petny obrét to 27. Jedna ésma pelnego obrotu to 7,
jedna dwunasta F... Zaraz. Czy naprawde ktokolwiek uwaza to ,mnozenie
przez dwa” ilekroé chcemy przettumaczy¢ jezyk potoczny na matematyczny,
za naturalne? Przypomnijmy sobie wszystkie jedynki w liceum z klasoéwki
z trygonometrii, bo mato kto potrafit zamieniaé¢ katy na radiany. Od stro-
ny pedagogicznej to podwajanie jest czyms$ okropnym! Przyjmujac stala
T = 2m, otrzymujemy proste ttumaczenie jezyka potocznego na matema-
tyczny — jeden obrot to T, pot to 7 i tak dalej, i tak dalej. Wygodniejsze,
naturalniejsze, prostsze do wytlumaczenia uczniom. Same zalety!

Po trzecie, wystepowanie. PokazaliSmy juz kilka wzoréw, gdzie istotne
jest 7, a nie 7. Wezmy teraz na warsztat tak zwane najpiekniejsze rownanie
matematyki:

™ 4+1=0.

Zapytuje wszystkich — co ono oznacza? Tak naprawde nic z niego nie wi-
da¢. Mamy w nim pie¢ matematycznych statych, dodawanie i tyle. Ale co to
oznacza? Jaka jest ,intuicja” za tym rownaniem? Ciezko powiedzie¢. Cofnij-
my sie do definicji mnozenia liczb zespolonych. Mnozenie przez e’ jest po
prostu obrotem plaszczyzny o kat ¢ — by to zobaczyé, wystarczy tylko chwi-
le sie zastanowié. Jest zatem oczywiste, ze pelny obrot jest identycznoscia,
czyli, matematycznie rzecz biorac,

e'm =1.

Majac w pamieci te intuicje, powyzsze réwnanie przestaje by¢ ,najpiekniej-
szym”, a staje sie wrecz oczywista tautologia. Naturalniejsza i tatwiejsza do
natychmiastowego zobaczenia, niz e’™ = —1. Swoja droga, postaé e’ +1 = 0
w ogole jest nienaturalng zonglerka stalymi tylko po to, by w sztuczny spo-
sob wprowadzi¢ do rownania ostatnia stala matematyczna, jaka jest zero.
Roéwnie dobrze powyzsze réwnanie mozemy zapisaé jako e'™ =1 + 0 i réw-
niez wyrazi¢ wszystkie najwazniejsze stale w jednym réwnaniu.

No dobrze. Ale jest jeden wzor, gdzie m wystepuje bez tego irytujacego
czynnika 2. Chodzi tu mianowicie o pole kota — 7r2. Zapytacie ,I co Ty
na to, Rosomaku jeden?” A ja odpowiem, odwolujac sie do podstawowych
wiadomosci z fizyki. Wezmy najpierw na warsztat swobodny spadek. Jak
wiadomo, predkosé ciala jest proporcjonalna do czasu spadku, a dokladnie
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wynosi ona v = gt, gdzie g to przyspieszenie ziemskie. By obliczy¢ potozenie
ciala, obliczamy nastepujaca catke:

T
1
y:/vdt:/gtdt: §gT2.
0

Analogicznie, energia potencjalna sprezyny to calka z sity potrzebnej do jej
rozciagniecia, czyli %kx? Energia kinetyczna to catka z sity po polozeniu,
czyli %va. A co to jest pole kota? Patrzac tak jak powyzej, w kazdym
z tych ,fizycznych” przypadkéw mieliSmy do czynienia z dwiema proporcjo-
nalnymi do siebie wielkosciami (predkosé¢ do czasu, sita do odlegtosci, sita
do przyspieszenia). W przypadku kola obwod jest prostopadly do promie-
nia, a stosunek ten wynosi dokladnie 7. Pole kola o promieniu R wyraza

sie zatem wzorem
R
|
Trdr = =TR".
2
0

Stata % jest w tym przypadku, po prostu, naturalna.

No dobra, pora zastanowi¢ sie nad dwiema rzeczami. Po pierwsze, czy ja
moéwie powaznie, a po drugie, dlaczego te nowsg stala powinnisémy oznaczaé
przez ,, 7. Ja jeno cytuje Boba Palaisa i Michaela Hartla, ktorzy sa w stu
procentach powazni i tak jak wprowadzono w fizyce ,,h kreslone” jako po
prostu przeskalowanie zwyktego h o 27(he, he, he), tak i teraz mozna wpro-
wadzi¢ 7. A dlaczego akurat ta literka? Po pierwsze, nie ma wielu innych
staltych w matematyce czy fizyce, gdzie korzystano by akurat z niej, wiec
nie prowadziloby to do nieporozumieni. A po drugie, 7 jest pierwsza litera
greckiego stowa oznaczajacego obwod. Ogromna zaleta 7 jest pelna analo-
gia pomiedzy nim a obracaniem kota czy plaszczyzny o zadany kat. A jak
po grecku jest ,,obrot™ Tépros. No a poza tym 7 wizualnie przypomina 7
i jest dostepna we wszystkich matematycznych edytorach tekstu, wiec taka
zmiana bytaby po prostu wygodna.

Artykul jest jeno sparafrazowaniem ,,The Tau Manifesto” autorstwa Mi-
chaela Hartla. Po wiecej argumentéw i kompletniejszy obraz catego proble-
mu polecam zajrzeé na strone www.tauday.com i samemu przeczytac i zgo-
dzié sie, badz nie, z argumentacja owego pana. No i pamietajmy by poza
$wietem 7 obchodzi¢ od dzi$ $wieto 7 28 czerwcal

Niewinny Rosomak
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[Motywacje, intuicje, konstrukcje]
czyli zaproszenie na XXXI wyjazdowqg sesje naukowg KNM

Serdecznie zachecamy wszystkich zainteresowanych do wyjazdu na wy-
jazdowa konferencje Kola, ktora odbedzie si¢ w szczyrkowskim Osrodku
Uniwersytetu Slaskiego, w dniach 10-13 listopada 2011 r. Tematem prze-
wodnim wyjazdu sa Motywacje, intuicje, konstrukcje.

Wrzigcie udzialu w sesji nie wiaze si¢ z koniecznoscia wygloszenia re-
feratu, cho¢ jest to bardzo mile widziane (osoby, ktore nie maja pomystu
na temat, moga skorzystaé¢ na przyktad z propozycji Tomka Kani i Paw-
la Zwolenskiego, zamieszczonych na stronie Kola: www.knm.katowice.pl).
Referat nie musi byé¢ ani dlugi, ani bardzo skomplikowany matematycznie
- moze odnosié sie do innych dziedzin nauki. Aby wzia¢ udzial w sesji, nie
trzeba by¢ cztonkiem Kota: mile widziani sa wszyscy goscie.

Koszt wyjazdu (noclegi oraz wyzywienie) szacujemy na okolo 90 zl.
Wiecej informacji organizacyjnych mozna znalezé na stronie KNM. W razie
jakichkolwiek pytan najlepiej skontaktowac sie bezposrednio ze mna (np.
pod adresem j.zwierzynska@knm.katowice.pl).

A jesli nie mozesz lub nie chcesz pojechaé na sesje kotowa, ale interesuje
Cie dziatalno$¢ Kola i chcesz sie w nig zaangazowacé? Po prostu wpadnij
ktorego$ dnia do pokoju 524 w Instytucie Matematyki, lub, jesli wolisz,
przyjdz na ktores z kolowych spotkan referatowych — informacje o wszel-
kich formalnych spotkaniach umieszczane sa na stronie Kota oraz kolowym
profilu na Facebooku: www.facebook.com/knm.katowice. Przypominamy,
ze do KNM nie ma zadnych zapiséw, ani tez nie trzeba spelniaé¢ zadnych
specjalnych warunkéw — nikomu nie bedziemy robi¢ wstepnego egzaminul;)

[Stopka redakcyjnal

Redaktor naczelna: Joanna Zwierzynska
Redakcja: Mateusz Jurczynski, Tomasz Kochanek
Beata t.ojan, Tomasz Kania, Pawel Zwolenski

Kontakt z redakcja bezposrednio w pokoju KNM (p.524) lub elektronicznie:
macierzator@knm.katowice.pl.

Wszystkie archiwalne numery [Macierzatora] dostepne sa rowniez w wyda-
niu elektronicznym na stronie internetowej KNM US: www.knm.katowice.pl.
Wydanie elektroniczne [Macierzatora| posiada numer ISSN: 2083-9774.
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[Kacik TEXowy czesé 4]

fontowe ABC — krdj, odmiana i stopien pisma; justowanie tekstu

ierwsza powakacyjna cze$é¢ poswiecimy formatowaniu tekstu. Powiemy czym
Pjest font oraz jakie sa jego glowne atrybuty, czyli kréj, odmiana i stopien
pisma. Na koniec pokazemy za pomoca jakich poleceri mozna tekst wycentrowaé

lub zlozyé¢ w choragiewke.
Beata Lojan (b.lojan@knm.katowice.pl)

[Kroj, odmiana i stopienn pisma]

klasycznym dokumencie IXTEXowym dla poszczegolnych elementéw doku-

mentu (tytuly, przypisy,...) w sposob automatyczny (zaleznie od wybranej
przez nas klasy i opcji) zostaja dobrane kréj, odmiana czy stopien pisma. Uzyt-
kownik ma oczywiscie mozliwo$é ich zmiany; wystarczy w tym celu skorzystaé
z odpowiednich instrukcji czy pakietow.

Jak juz zapewne zauwazylidcie, Kacik TpXowy sktadany jest innym fontem,
niz reszta [Macierzatora]. Font, czyli cyfrowa postac¢ pisma, jest zestawem infor-
magcji o ksztaltach poszczegblnych liter i znakéw danego kroju pisma. Znaczna
czesé fontéw jest niestety komercyjna, dlatego tez Knuth wyposazyt swoj pro-
gram we wlasne darmowe kroje pisma, ktore zostaly zaprojektowane za pomoca
programu METAFONT. W przypadku ETEXa biezacy font charakteryzowany jest
przez pie¢ elementéw, ktére mozna zmienié¢ za pomoca oddzielnych polecen:

O uklad (zestaw) znakow — \fontencoding{0T1};
O kroj (rodzing) pisma — \fontfamily{cmr};

© grubosé i szerokosé pisma — \fontseries{m};
® odmiane pisma — \fontshape{n};

© stopien pisma — \fontsize{10}{12};

Na koniec, by zatwierdzi¢ wyboér fontu i jego atrybuty dajemy \selectfont. Skro-
cong wersja powyzsze] serii poleceni jest instrukcja:

\usefont{kodowanie}{krdj}{grubosé}{odmiana}

dzieki, ktorej jednoczesnie mozemy zmienié¢ wszystkie (poza stopniem pisma)
atrybuty fontu.

Znaki jakie sa dostepne w danym foncie opisuje uktad fontu. Wszystkie ukta-
dy, ktérych chcemy uzyé w dokumencie powinniémy wywotaé¢ jako opcje pakietu

fontenc.
Przykladowe uklady fontéow

0T1 uklad fontéw zastosowany przez Knutha
0T4 uklad fontéw PL
T1 ,europejski” uktad fontéw
T4 uklad dla jezykow afrykanskich
OML podstawowy font matematyczny
OMS symbole matematyczne
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Podstawowymi cechami kazdego fontu sa kréj, odmiana i stopient pisma. Naj-
wazniejszym z nich jest krdj pisma, ktory okresla charakterystyczny wyglad i uni-
kalno$é danej rodziny fontow. W standardowej klasie mamy do dyspozycji trzy
kroje pisma — jeden kroj szeryfowy (Computer Modern Roman), jeden bezszery-
fowy (Computer Modern Sansserif) i jeden maszynowy (Computer Modern Ty-

pewriter). Kroéj pisma (rodzina)

\textrm{...} \rmfamily lub \rm kroj szeryfowy
\textsf{...} \sffamily lub \sf kréj bezszeryfowy
\texttt{...} \ttfamily lub \tt kréj maszynowy

Odmiana pisma® jest modyfikacja kroju danego fontu, poprzez zmiane gru-
bosci, szerokosci czy pochylenia poszczegblnych znakéw z zachowaniem gtéwnych
cech charakterystycznych dla danego fontu. W TEXu dostepne sa nizej wymienio-
ne odmiany, grubosci i szerokosci pisma.
Odmiana pisma

\textit{...} \itshape lub \it kursywa
\textsc{...} \scshape lub \sc KAPITALIKI
\textsl{...} \slshape lub \sl pochyta
\textup{...} \upshape prosta
Grubosé i szeroko$é pisma
\textmd{...} \mdseries pismo jasne
\textbf{...} \bfseries lub \bf pismo grube

Ponadto instrukcja \textnormal{tekst} uzyskujemy tekst zltozony gtéwnym
fontem dokumentu. Do wyroznienia fragmentu tekstu mozemy réwniez skorzystaé
z polecenia \emph{tekst} (skrocona wersja \em), ktore wprowadza pismo pochyte,
a w przypadku zastosowania go na tekscie pochyltym powoduje wyréznienie go
pismem prostym.

Ostatnim parametrem opisujacym font jest stopien pisma, czyli wysokosé mie-
dzy gorna i dolng linia pisma. Stopienl pisma jakiego chcemy uzywaé¢ w catym do-
kumencie, deklarujemy w preambule, w opcjach wybranej przez nas klasy. Mamy
jednak mozliwosé pdzniejszej jego zmiany dla danego fragmentu tekstu; w tym ce-
lu musimy skorzystaé ze sSrodowiska postaci \begin{wielkos¢}. ..\end{wielkosé}
lub odpowiadajacej mu deklaracji: \wielkosé. Ponizej dostepne wielkosci
Stopienn pisma

\tiny, \scriptsize, \footnotezize, \small, \normalsize, \large, \Large,

\LARGE \huge \Huge

A na nastepnej stronie przyktad zastosowania poleceri zmieniajacych odmiane

i stopien pisma.

6Dla danego kroju pisma moze istnie¢ nawet kilkadziesiat jego odmian. Wszystkie
odmiany danego fontu nazywamy czasem garniturem. Zdarzaja si¢ tez kroje ktore zostaja
zaprojektowane tylko w jednej odmianie — nazywamy je sierotami.
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przyklad fonty.pdf
Baloniku M6J malutki rosnij duzy oquglutki!

przyklad fonty.tex
{\scriptsize Baloniku} {\footnotesize\scshape m6j} {\small malutki}
{\itshape rosnij} {\large duzy} {\Large\bfseries okraglutki!}

W zalezno$éi od poczatkowego stopnia pisma (wybranego przy opcji klasy),
poszczegodlne wielkosci beda przyjmowaly inne wartosci, co przedstawia tabela 1.

stopient pisma  10pt 11pt 12pt
tekstu gléwnego

\tiny 5pt 6pt 6pt
\scriptsize Tpt 8pt 8pt
\footnotesize 8pt Ipt 10pt
\small 9pt 10pt 11pt
\normalsize 10pt 11pt 12pt
\large 12pt 12pt 14pt
\Large 14pt 14pt 17pt
\LARGE 17pt 17pt 20pt
\huge 20pt 20pt 25pt
\Huge 25pt 25pt 25pt

Tabela 1: Stopnie pisma

Do zmiany poszczegdlnych cech fontu mozemy réwniez skorzystaé z poleceri
wymienionych na samym poczatku (@ — @), w argumencie podajac oznaczenia
kodowe dla poszczegbdlnych wartosci.

\fontshape \fontseries
n normal prosta m  medium zwykly
it italic kursywa 1 light cienki
sl  slanted pochyla b bold gruby
sc  small caps kapitaliki sb  semi-bold  polgruby
ui  upright italic c condensed  waski

\fontfamily{qpl}\fontseries{b}\selectfont \TeX\ Gyre Pagella ‘

Poza wymienionymi do tej pory sposobami zmiany fontu, mozemy jeszcze
korzysta¢ z pakietow fontowych, ktore podmienieja domyslny kroj dokumentu.
Przyktadowo Kacik TgXowy sktadany jest krojem TEX Gyre Bonum (rodzina
gbk) z kolekcji TEX Gyre — wystarczy dolaczy¢ pakiet tgbonum. Dostepnych jest
oczywidcie wiele innych krojow, np:

O Antykwa Toruriska (rodzina — anttor; pakiet anttor)
® |wona (rodzina — iwona; pakiet iwona)

6 Cyklop (rodzina - cyklop; pakiet cyklop)

@ IxX Gyre Chorus (rodzina — qzc; pakiet tgchorus)
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Przy korzystaniu z poleceniem zmieniajacym kréj, odmiane czy stopien pisma
nalezy pamigtac, iz nie dla kazdego fontu dostepne sa wszystkie znaki (sa kroje,
ktoére nie zawieraja polskich znakéw) oraz wymienione opcje. Brak danej odmiany
IXTEX sygnalizuje ostrzezeniem postaci:

Font shape ‘OMS/qbk/m/n’ undefined

[Wyréwnanie tekstu]

omy$lnie teskt sktadany w TEXu jest wyréwnany jednocze$nie do obydwu

marginesé6w, jednak bez wiekszego problemu mozemy dany fragment tek-
stu wycentrowaé, czy zlozy¢ w tzw. choragiewke (wyréwnanie tylko do jednego
z margineséw). Stuza nam do tego trzy srodowiska (oraz odpowiadajace im de-
klaracje): flushleft (\raggedright) — wyréwnanie do lewego marginesu, center
(\centering) — wysrodkowanie, flushright (\raggedleft) — wyréwnanie do pra-
wego marginesu.

Bez wiekszych probleméw mozemy skladaé¢ tekst w kilku kolumnach. Naj-
prostszym sposobem zlozenia tekstu w dwoch kolumnach jest uzycie opcji klasy
twocolumn — w przypadku, gdy chcemy caly dokument zlozyé dwukolumnowo
lub polecenia \twocolumn, gdy chcemy tak zlozy¢ tylko cze$é naszego dokumen-
tu. Nalezy tu wspomnieé, ze uzycie polecenia \twocolumn powoduje rozpoczecie
nowej strony, chcac tego uniknaé¢ badz zlozyé tekst w wiecej niz dwoéch kolum-
nach wygodnie jest skorzystac z pakietu multicol”. Dostarcza nam on srodowiska
multicols, przy wywolaniu ktérego podajemy w ilu kolumnach ma zostaé zto-
zony dany fragment tekstu. Poszczegélne kolumny mozemy ,tamaé” recznie za
pomocy instrukcji \columnbreak lub zezwoli¢, by IMTEX zrobil to za nas.

Justowanie i kolumny.pdf

Ten krotki fragment Natomiast ten fragment  Ostatni fragment tekstu
tekstu bedzie tekstu bedzie bedzie wyréwnany do
wyréwnany do lewego wycentrowany. prawego marginesu.
marginesu.

Justowanie i kolumny.tex
\begin{multicols}{3}\begin{flushleft}

Ten krotki fragment tekstu bedzie wyrdwnany do lewego marginesu.
\end{flushleft}\columnbreak

\begin{center}Natomiast ten fragment tekstu bedzie wycentrowany.
\end{center}\columnbreak

\begin{flushright}

Ostatni fragment tekstu bedzie wyrdwnany do prawego marginesu.
\end{flushright}\end{multicols}

e e e

"Szczegbtowo pakiet ten zostanie omoéwiony w nastepnej czesci



