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Witamy w majowym numerze [MACIERZATORa]!

Tym razem pierwsza strona nietradycyjna — zaproszeniowa! Serdecznie za-
praszamy wszystkich (studentow, wyktadoweow, uczniow) na XXXII wyjaz-
dowa sesje naukowa KNM US, ktora odbedzie si¢ tradycyjnie w Szczyrku,
w dniach 1-3 czerwca 2012. Tematem przewodnim wyjazdu sa Algorytmy.
Zgloszenia przyjmujemy do 25 maja 2012 (na adres knm@knm. katowice.pl).
Wiecej informacji w tym liste proponowanych tematéow referatéow) mozna
znalez¢ na stronie Kolta — www.knm.katowice.pl.

Mitej lektury najnowszego numeru Macierzatora zyczy redakcja
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[Przyklad Dieudonné’a réwnania
rozniczkowego bez rozwiazanial

Motywacja do napisania tego artykutu bylo dla nas pytanie o prawdzi-
wos¢ odpowiednika twierdzenia Peana (dla réwnan rozniczkowych zwyczaj-
nych) w nieskoniczenie wymiarowych przestrzeniach Banacha.

Rozwazamy rzeczywista przestrzen Banacha

coz{w| x = (x1,22,%3,...), zp, € R (n € N), lim xn:O},
n— oo

gdzie norma wyraza sie wzorem ||z| = ma§|xn\ (wiecej o przestrzeni cg
ne

mozna znalezé¢ np. w [3]). Niech f: ¢y — cg bedzie funkeja okreslona naste-
pujaco:

1 1
f(l’l,IEQ,IZ?g,...): <1+\/|SC1,2+ |ZZ’2|,§+ |£173|,> (1)
VI = VIil| < VIE= 7], prawdaiwej dla &1 € R, otrzy-

mujemy w tatwy sposob

£ () = fW)I < e =ylI'? (a,y € co),

co pokazuje, ze f jest funkcja ciagly. Dieudonné w 1950 roku pokazatl, ze
zagadnienie poczatkowe

7, nieréwnosci

(2)

u'(t) = f(u(t)),
u(0) = (0,0,0,...)

nie ma rozwiazania. Pdézniej, w 1970 roku, Yorke zauwazy!, ze réwnanie
rozniczkowe w zagadnieniu poczatkowym (2) w ogole nie ma rozwiazania
w: [1,T] = ¢o (dla zadnych 7, T € R, 7 < T'). W niniejszym artykule po-
damy elementarny dowod tego faktu, korzystajacy jedynie z podstawowych
wiadomosci z analizy matematycznej.

Lemat 1. Zalézimy, 7e o, 7, 0, T € R, « > 0, 7 < 0 < T. Dalej, niech
u: [1,T] = R bedzie rozwigzaniem réwnania rézniczkowego

u(t)=a+|ult) (r<t<T).
Wowczas zachodzg implikacje
u(d) < 0= —u(r) >
oraz

u(@) >0=u(T) >
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Dowdd. Skoro u'(t) > o > 0, to u: [1,T] — R jest funkcja Scisle rosnaca.
7 réwnania

ot Vi
dt
dostajemy
d
R
o+ /|ul
a zatem (dla 7 < t; <ta <T)
u(ts) d u(tz) d to
/ 75 > £ ds =to — t1.

Vg™ e Vi -/

Jezeli u(6) <0, to u(t) < 0dlar <t <6, zatem prawdziwe sg nieréwnosci:

u(0)

/

u(7)

_2\/j§

| ||~
s

u(9)
>0,
E=u(T)

— T

—u(r) == (0—7)%.

Jezeli u(6) > 0, to u(t) > 0 dla 8 <t < T, wiec zachodzi:
w(T)

dé
=S o>7 o,
/\@
u(0)
>T -0,

w(T)
2\/g’§:u(6‘) -
V) @ > 152,

T—-06
> 7
u(T) > 5

u(T) = (T —0)*,

=~ =

co koriczy dowod. O
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Twierdzenie 1. Zalozmy, ze 7, T € R, 7 < T. Dalej, niech funkcja
f:co = co bedzie dana wzorem (1). Wowczas réwnanie rézniczkowe u' =
f(w) nie ma Zadnego rozwigzania w: [1,T] — co.

Dowdd. Zalozmy, ze v’ = f(u) ma rozwiazanie u: [1,T] — co. Niech

u(t) = (ui(t),uz(t),us(t),...) €co (<t <T).

Otrzymujemy u,,(t) = L + \/|u,(t)] (r < t < T; n € N). Ustalmy
6 € (7,T). Dla u(f) co najmniej jedno z nastepujacych zdan jest prawdziwe:

(I) u,(f) < 0 dla nieskoriczenie wielu n € N,

(IT) u, (@) > 0 dla nieskonczenie wielu n € N.

W przypadku (I) z przytoczonego powyzej lematu otrzymujemy, ze dla
nieskoriczenie wielu n € N zachodzi —u, (1) > (6 — 7)* > 0, co jest
niemozliwe, gdyz u(r) € ¢g. W przypadku (IT) podobnie otrzymujemy, ze
un(T) = §(T — 6)? > 0 dla nieskoriczenie wielu n € N, co jest niemozliwe,

poniewaz u(T) € cg. Ostatecznie u: [1,T] — co nie moze istnieé. O

Komentarz. Przestrzen cqy jest, jak wiadomo, przestrzenia bardzo szcze-
g6lng. Naturalne wydaje sie rozwazanie nastepujacego problemu: Czy w kaz-
dej nieskonczenie wymiarowej przestrzeni Banacha FE istnieje taka funkcja
ciagta f: E — E, ze réwnanie rozniczkowe v’ = f(u) nie ma rozwigzania?

Wedtug wiedzy autoréw jest to obecnie problem otwarty. Oczywiscie
w przypadku, gdy przestrzen F jest skoriczenie wymiarowa, na mocy twier-
dzenia Peana (por. np. [4]), kazde rownanie rozniczkowe z ciagla prawa
strong ma rozwiazanie.

Czesciowe rozwiazanie przedstawionego wyzej problemu mozna znalezé
w pracy Hajka oraz Johanisa z 2010 roku, ktérzy pokazali, ze odpowiedz
jest twierdzaca w przypadku, gdy przestrzen E jest osrodkowa. Ogdlniej,
pokazali oni, ze twierdzenie jest prawdziwe w przypadku kazdej przestrzeni
Banacha F zawierajacej taka domknieta podprzestrzen Ej, ze przestrzen
ilorazowa E/FEy jest osrodkowa i nieskonczenie wymiarowa (przyktadowo
przestrzen l,, ma te wlasnosé).

Problem istnienia takich podprzestrzeni jest obecnie otwartym proble-
mem ogblnej teorii przestrzeni Banacha. Warto zauwazy¢, ze jezeli kazda
nieskonczenie wymiarowa przestrzen Banacha F ma powyzsza wlasnosé, to
rezultat Hajka i Johanisa w pelni rozwiazuja postawiony powyzej problem.
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[Statystyka, rodzaj zenski — Gertrude Cox]

Pomimo nazywania matematyki krélowa, nie krélem nauk, w przypadku
matematyczek uzycie rodzaju zenskiego nie jest juz az tak oczywiste. Prze-
konanie, ze ,matematyk = mezczyzna” dominuje takze w sferze jezykowe;j.
O ile wiec nie méwimy o Kowalewskiej czy Hypatii, automatycznie pod-
porzadkowujemy sie temu swoistemu jezykowego patriarchatowi — kt6z by
w koiicu debatowal nad plciag Germain badz Galois?

W literaturze zaskakujaco mozemy natknaé sie na informacje na temat
testu Cochrana-Coxa, shuzacego badaniu rownosci srednich w populacjach
o roznych wariancjach. Osobom zajmujacym sie statystyka te nazwiska sg
zapewne dobrze znane — Cochran i Cox odniesli na tym polu wiele sukcesow.
Nie dosé jednak widaé, by pleé¢ obojga z nich znalazta odzwierciedlenie
W nazwie stworzonego przez nich testu statystycznego.

Gertrude Cox urodzita si¢ w Stanach Zjednoczonych w 1900 roku. Jej ka-
riera naukowa rozpoczela sie do$é¢ nietypowo — choé w przyszlosci pragneta
zostaé¢ pastorem i prowadzié sierociniec, postanowita studiowaé¢ matema-
tyke, poniewaz ten przedmiot uznawatla za... najlatwiejszy. Aby zarobi¢ na
czesne, rozpoczeta prace jako operator mechanicznych maszyn liczacych.

To w tym okresie Cox zainteresowala si¢ statystyka. W 1931 roku jako
pierwsza osoba w historii Uniwersytetu Stanowego lowa otrzymata tytut
magistra w tej dziedzinie. Poniewaz brak kurséw pedagogicznych zamykat
jej droge do nauczania matematyki w szkole, a departament matematyki
nie planowal przyznaé¢ asystentury kobiecie, postanowita kontynuowaé¢ ka-
riere naukowg na Uniwersytecie Kalifornijskim w Berkeley, gdzie rozpoczeta
studia doktoranckie w zakresie statystyki psychologicznej.
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Niestety (dla psychologii) po dwoch latach George Snedecor (kolejne na-
zwisko znane z pewnoscia kazdemu studentowi ze styszenia), promotor Cox
z Uniwersytetu w lowa, zaprosit ja do wspoéttworzenia nowo otwartego la-
boratorium statystycznego. Cox z zaproszenia skorzystata i jej statystyczna
kariera rozpoczela sie na dobre.

Opublikowana przez nig i Williama Cochrana w 1950 roku praca ,Expe-
rimental Design” blyskawicznie stala sie obowiazkowa pozycja zaréwno dla
statystykow, jak i naukowcow, ktorzy dzieki opisanym w niej metodom mo-
gli skuteczniej planowaé eksperymenty i wyciagaé z nich trafniejsze wnioski.
To wlasnie w tej pozycji znalezé mozna opis testu Cochrana-Cox, ktory —
mam nadzieje — od tej pory bedzie okreSlany wtasnie ta nazwa.

Magdalena Nowak

[O pewnej formule na liczby pierwsze]

Ponizszy artykul bedzie proba! znalezienia wzoru jawnego na n-ta liczbe
pierwsza — czegos, co przez wiele stuleci uchodzito za niemozliwe do uzy-
skania. Zanim przejdziemy do sedna, sprawdzmy, jak dawniej szukano for-
mutl, ktore dawaltaby liczby pierwsze dla pewnego ciagu liczb naturalnych.
Jedna z prostszych metod jest znajdowanie odpowiedniego wielomianu, kto6-
rego wyznaczanie wartosci nie jest skomplikowanym obliczeniowo procesem.
Wirod ciekawszych formul mozna wyr6znié trojmian kwadratowy Edwarda
Brinda Escotta z 1879 roku:

f(n) =n?—79n + 1601,

ktory generuje liczby pierwsze dla liczb z zakresu {1,...,79} (dociekliwy
Czytelnik sprawdzi poprawnosé formuly dla chociazby pierwszych wyra-
z6w). Mozna si¢ zastanowi¢, czy dla kazdego dowolnie diugiego (skoriczo-
nego) ciagu kolejnych liczb mozna znalezé taki niestaly wielomian ustalo-
nego stopnia, ktéry generowalby liczby pierwsze dla wyrazéw tego ciagu.
Oczywiscie nie istnieje taki wielomian zwracajacy liczby pierwsze dla kaz-
dego n naturalnego. Mozemy to tatwo wykazaé.

Twierdzenie 1. Nie istnieje taki niestaly wielomian P(n), ze

Vpen P(n) € P

Dowdd. Przeprowadzmy klasyczny dowdd nie wprost i przypusémy, iz taki
wielomian P: R — R istnieje. Z zalozenia wiadomo, iz P(1) = p € P, co
jest rownowazne, iz zachodzi P(1) =0 (mod p). Dla dowolnej liczby k € N

INa szczedcie udang :).
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zachodzi takze P(1 + kp) = 0 (mod p). Skoro p jest pierwsza oraz P(n)
generuje tylko liczby pierwsze, to:

Vien P(1+kp) =p=P(1)
co oznacza, iz dany wielomian jest albo staly, albo posiada nieskonczenie
wiele ekstreméw, co oczywiscie dla stopnia naturalnego nie jest mozliwe. [

Znajdowanie liczb pierwszych za pomoca wielomianéw jest metoda nie-
efektywna dla nieskonczonego ciagu liczb naturalnych. Zdecydowanie po-
trzebne jest narzedzie o wickszych mozliwosciach. Te szanse daje ponizsze
twierdzenie:

Twierdzenie 2 (Wilsona). Liczba p jest liczbg pierwszq wtedy i tylko wtedy,
gdy p dzieli (p — 1)1 + 1.

Zanim przejdziemy do dowodu, zwrdécmy uwage, iz jest to silne twier-
dzenie z racji implikacji obustronnej. Praktycznie jednak nie jest ono wy-
korzystywane do numerycznego sprawdzania pierwszosci liczb z racji wy-
stepujacej silni, dla ktorej nieznane sa metody sprawnego? wyznaczania jej
wartosci. Chociaz twierdzenie to znane bylo wczesniej (mozna znalezé je
w pracach Alhazena z przelomu miedzy X a XI wiekiem) zostato okraszone
nazwiskiem Johna Wilsona, ktorego sformutowanie znane w dzisiejszej for-
mie znalazlo sie w pracy Edwarda Waringa [4], nauczyciela Wilsona®.
Dowadd. Przypusémy, iz liczba p jest pierwsza. Nalezy pokazaé, iz zachodzi
(p—1)!'= -1 (mod p). Wybierzmy a ze zbioru P = {1,...,p — 1}. Wtedy

ab=1 (mod p)

ma doktadnie jedno rozwiazanie dla b ze zbioru P (innymi stowy P tworzy
cialo Z,, w ktérym kazdy element jest odwracalny). Jezeli a = b, to a® = 1
(mod p). Skoro tak, to p dzieli a®> — 1 = (a — 1)(a + 1), wiec a€ {1,p — 1}.
Mozemy potaczy¢ liczby w pary z elementami odwrotnymi, uzyskujac na-
stepujacy iloczyn:

2:3-----(p—2)=1 (mod p)
Mnozac stronami przez (p — 1), otrzymujemy teze. Przypusémy teraz, ze
prawdziwe jest zdanie (p—1)! = —1 (mod p). Wykazemy nie wprost pierw-

szo$¢ p. Zalozmy ¢ € PN (2,p), ¢|p, czyli ze istnieje nietrywialny pierwszy
dzielnik p. Z przechodnosci podzielnosci wynika nastepujacy fakt:

2Przez termin ,sprawny” rozumiemy tu relatywnie niska ztozonosé obliczeniows, i pa-
mieciowa.

3Warto zwrocié uwage, iz dowod zostat przeprowadzony nie przez Wilsona czy Wa-
ringa, lecz Lagrange’a w 1771 roku.
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clpApl(p—D)!+1]=c|(p-1)I+1

Jest to sprzecznosé, bo ¢| (p — 1)! oraz ¢| (p — 1)! + 1, co oznacza, ze ¢ > 2
musialoby dzieli¢ dwie kolejne liczby. A zatem twierdzenie jest prawdziwe.
O

Konsekwencja twierdzenia Wilsona moze by¢ jawna forma testu pierw-
szo$ci, ktory mozna sformutowaé nastepujaco:

. 1, neP
prime(n) = 0. ndP

Aby zredefiniowaé te funkcje, wystarczy sprawdzié, czy n dzieli (n—1)!+1;
. . . . (n—l)!+1 . . .
innymi slowy — czy wyrazenie ~———— jest liczba naturalna. Mozna to
sprawdzi¢ za pomoca formuly int(z) = |cos?(wz)|, ktére zwroci 1 badz 0

w zaleznosci od catkowitosci argumentu?. Wtedy:

prime(n) = { (M‘”'“)J

n

Jedna z wazniejszych funkcji w teorii liczb jest funkcja mw(n), ktora
zwraca ilo§¢ liczb pierwszych niewiekszych od n. Na podstawie powyzszej
informacji mozemy ja zapisa¢ poprzez proste sumowanie:

n
m(n) = Z prime(k)
k=1
Jezeli mamy aspiracje wyznaczy¢ wzor na n-ta liczbe pierwsza, mozemy
kontynuowaé¢ wyprowadzenia. Funkcja 7(n) jest poniekad funkcja odwrotna
do szukanej formuty p,,, poniewaz dla kazdego n prawdziwe jest 7(p,) = n,
Przy Czym pr(n) = n zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba pierw-
sza®. Przejdzmy do kolejnego kroku. Rozwazmy funkcje zadana ponizszym
wzorem:

primepi(k) = 7 (k) prime(k) = { g,(k’)a Z ;g

Zwraca ona 7(k) dla kazdej liczby pierwszej i 0 w przeciwnym razie. Zlo-
zymy powyzsza funkcje z testem zerowosci (dowiemy sie zaraz, do czego
bedzie nam to przydatne):

40czywiscie nie jest to jedyny spos6b. Zdefiniujmy réwnowaznie: int(z) = |z]| +
[—z] + 1.

5Dowdéd tych wlasnosci jest trywialny, dla ¢wiczenia zalecam przeprowadzié¢ we wla-
snym zakresie.
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zero(x) = {IJ = { 1, z=0
1+ |z 0, z#0
Zastanéwmy sie przez moment, jak powyzsza funkcja dziata. Jezeli argu-
ment jest wickszy na modul od 0, cale wyrazenie jest utamkiem wtasciwym,
a wiec z przedziatu (0, 1). Wtedy najmniejsza licza catkowita niewieksza od
danego wyrazenia jest oczywiscie 0. Dzieki temu prostemu odwzorowaniu
mozliwe jest otrzymanie funkeji ktora sprawdzi, czy zadana liczba jest n-ta
liczba pierwsza:

. . 1
k zero (n — primepi(k)) = k L . primepi(k)J =

| k, Ek jest n-tg liczbg pierwsza
“ | 0, w przeciwnym razie

Teraz, na podstawie twierdzenia Czebyszewa (moéwiacego, ze dla kazdej
liczby naturalnej n istnieje liczba pierwsza wieksza od n i mniejsza badz
réwna 2n, co mozna zapisa¢ w nastepujacy sposoéb z uzyciem poznanej
funkeji 7(n):

Vi1 m(2n) > w(n),
ktorego konsekwencja jest fakt, iz dla kazdego n € N p,, < 2™ (przy czym
umoéwmy sie dla wygody, iz p1 = 1)) mozemy juz otrzymaé koncowa postaé
formuty wyznaczajaca n-ta liczbe pierwsza, sumujac potencjalnych ,kandy-
datoéw” na n-ta liczbe pierwsza:

on

Pn = Z k zero (n — primepi(k))
k=1

Podstawiajac wszystkie funkcje pomocnicze (nalezy uwazaé na kolizje zmien-
nych) w pierwotnej formie, otrzymuje si¢ ostatecznie monstrualny wzor:

on

1
" T (o () oo (|

J J

Mozemy przekonaé sie, czy uzyskana formulta rzeczywiscie dzialta (dla zain-
teresowanych na konicu zamiescitem kod formuty dla programu Mathematica).
Natomiast jej wysoka zlozono$¢ (nawet w zapisie!) sprawia, iz tak jak
w przypadku samego twierdzenia Wilsona, jest ona nieuzyteczna w testach
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numerycznych. Niemniej jednak stanowi intrygujaca ciekawostke. Na koniec
pozostawiam Czytelnikowi do rozwazenia nastepujace twierdzenie oraz dwa
¢éwiczenia:

Twierdzenie 3. Liczby p i p+2 sq blizniaczymi liczbami pierwszymi wtedy
i tylko wtedy, gdy zachodzi:

4((p -+ 1) =p (mod p(p+2))

Cwiczenie 1. Znalez¢ jawny wzor funkeji o, (n) przypisujaca sume dziel-
nikéw liczby naturalnej n do potegi x, np.:

01(12) = 1" +2' + 3" 44! +6' + 12! =28.

Cwiczenie 2. Znalez¢ wzor funkcji ¢(n) Eulera zwracajaca kazdej licz-
bie naturalnej liczbe liczb wzglednie z nig pierwszych niewiekszych od niej
samej; przyktadowo ¢(10) = 19 + 3% 4 70 + 99 = 4.

Zalacznik. Kod formuly (Mathematica):

pln_] := Sum[k Floor[1/(1 + Abs[n -
Sum[Floor[Cos[Pi ((j - 1! + 1)/31°2], {j, 1, k}]
Floor[Cos[Pi ((k - D! + 1)/k1~211)]1, {k, 1, 2°n}]
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[Zaproszenie na
IT Sympozjum z literaturoznawcami|

Zapraszamy wszystkich na IT Sympozjum Kota Naukowego Matematy-
kow i Kota Naukowego Antropologii Literatury US. Ostatnio rozmawialismy
o przestrzeni; tym razem tematyka bedzie czas. Spotkanie otworzy wyktad
dr. hab. Ryszarda Koziotka, zatytutowany Aspekty czasu w »Lalce« Bole-
stawa Prusa". Zaczynamy 23 maja, o 14, w sali 301 Wydziatu Filologicznego
w Katowicach. Wiecej informacji na nastepnej stronie.
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[Slaski Integracyjny Piknik Naukowy]

Zapraszamy wszystkich do wziecia udziatu w I Slaskim Integracyjnym
Pikniku Naukowym, ktory odbedzie sie 26 maja 2012 roku (sobota) w godzi-
nach 11.00-16.00 w Slaskim Miedzyuczelnianym Centrum Edukacji i Badan
Interdyscyplinarnych w Chorzowie. Piknik przyjmie forme Swieta Nauki,
podczas ktorego studenci oraz pracownicy Wydzialu Matematyki, Fizyki
i Chemii US postaraja sie w formie zabawy przyblizy¢ uczestnikom nauki
$ciste. W programie imprezy przewidziano widowiskowe pokazy doswiad-
czen fizycznych, chemicznych i matematycznych oraz liczne warsztaty.

Czlonkowie Kota Naukowego Matematykow US rowniez przygotowali na
te okazje dla uczestnikéw Pikniku réznego rodzaju warsztaty — Lamigtowki
logiczne, Swiat wielosciandw, Kawiarnia Szkocka, Fraktale. Przygotowali-
$my réwniez matematyczna wersje dobrze znanej gry Monopoly. Uczestni-
kéw warsztatow czeka gimnastyka umystu i dloni, beda mogli sprobowaé
swoich sit w grze komputerowej i przejé¢ tajemniczy labirynt. Pomozemy im
oswoi¢ sie z roznymi dziwnie wygladajacymi wielodcianami czy kolorowymi
fraktalami.

Wszystkie osoby chcace poméc podcezas Pikniku zapraszamy do pokoju
524 lub prosimy o kontakt na adres mailowy b.lojan@knm.katowice.pl.

Organizatorami Pikniku sa: Slaskie Stowarzyszenie Edukacji i Rehabi-
litacji Os6b Niepetnosprawnych ,,Akcent” oraz Uniwersytet Slaski.

Beata Lojan
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