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Zbliza sie sesja egzaminacyjna — czas wytezonej nauki. Przygotowalismy na
ten czas nieco lzejsza lekture. W przerwie pomiedzy Fichtenholzem a Ko-
strykinem proponujemy [MACIERZATOR], a w nim: artykul o aproksyma-
cji funkcji szeregiem Fouriera z poprawka Lanczosa, kilka stéw o zwigzkach
miedzy matematyka a muzyka oraz o kwantowej prézni i efekcie Casimira.
Dalej bedzie o odejmowaniu zbioréw oraz o liczbach algebraicznych i prze-
stepnych. Numer zakonczy teoria gier w praktyce, czyli matematyczne roz-
wazania na temat popularnej gry Snake. Przyjemnej lektury i udanej sesji
egzaminacyjnej

zyczy Redakcja
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[Aproksymacja funkcji szeregiem Fouriera
z poprawka Lanczosa |

Szereg Fouriera pozwala roztozy¢ funkcje okresowa, spetniajaca warunki
Dirichleta, na sume funkcji trygonometrycznych. Szeregi Fouriera zostaly
wprowadzone na poczatku XIX wieku w celu rozwiazania réwnania ciepta
dla metalowej ptyty. Wspdlczesnie znajduja ogromne zastosowanie w fizyce,
teorii drgan, przetwarzaniu sygnaléw, oraz technice cyfrowej.
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Rysunek 1: Wizualizacja efektu Gibbsa — aproksymacja sygnatu prostokat-
nego f(x) dla n =5, 10, 20 harmonicznych.

Szereg Fouriera nie gwarantuje jednak zbieznosci wartosci funkcji w punk-
tach niecigglosci. Przy aproksymacji funkcji okresowej z punktami niecig-
glosci w okolicach tych punktéw wykres nadmiernie wokoét nich oscyluje —
jest to tzw. efekt Gibbsa (rysunek. W celu eliminacji efektu Gibbsa, kté-
ry obserwuje sie przy punktach nieciaglosci, wprowadza sie wspolczynniki
Lanczosa.

Na poczatek przypomnijmy definicje szeregu Fouriera, ktora wigkszosé
Czytelnikéw zapewne poznala podczas toku studiéw.
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Niech dana bedzie funkcja okresowa f : R — R o okresie T € RT,
bezwzglednie calkowalna w przedziale [0,7T]. Szeregiem Fouriera funkeji f
nazywamy szereg funkcyjny nastepujacej postaci:

- 2
S(x) =ag+2 Z (an, cos (nwzx) + by, sin (nwx)), w= ill
n=1 T
o wspoétezynnikach okreslonych nastepujacymi wzorami:
T T
1 1
an = T/f(x) cos (nwz)dx b, = T/f(m)sin (nwz)dz, neN
0 0

Oczywiscie, aby funkcje f mozna bylo przedstawi¢ w postaci szeregu
Fouriera, musi ona spelia¢ odpowiednie warunki — tzw. warunki Dirichleta:

t14+T
e funkcja f musi byé bezwzglednie calkowalna / |f(x)]|de < oo,
t1
e dla dowolnego przedziatu czasu funkcja f musi mie¢ skonczona liczbe

ekstremow,

e dla dowolnego przedziatu czasu funkcja f musi mie¢ skonczona liczbe
punktéw niecigglodci.

Podczas rozwijania funkcji f, ktéra ma punkty nieciagloéci oraz spel-
nia wcze$niej wspomniane warunki, w okolicach tych punktéw pojawia sie
wspomniany efekt Gibbsa. W celu jego eliminacji wprowadza sie wspot-
czynniki Lanczosa. Funkcje f aproksymuje sie wowczas szeregiem:

S(x) =agp + 2’”2_:1 sinc(%) : [an cos (nwx) + by, sin(nwx)} ,
n=1

gdzie sincx = *27% to wspolezynnik o-Lanczosa.

Pokazemy teraz skuteczno$¢ poprawki na wybranym przyktadzie. Ja-
ko przyktad rozwazmy okresowy sygnal prostok@tnyﬂ f o okresie T' = 2
i amplitudzie réwnej 1. Ponizej zamieszczono wykres obrazujacy dziatanie
poprawki Lanczosa.

1jako sygnal rozumiemy funkcje okreslona na dziedzinie czasu
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Rysunek 2: Sumy pierwszych czterech niezerowych harmonicznych rozwi-
janego przebiegu. Wykres zaznaczony linig przerywana przedstawia aprok-
symacje bez wspolczynnikéw Lanczosa, a linia ciagla ze wspotczynnikami
(dolny wykres to zblizenie na okolice punktu nieciaglosci).

Dla poprzedniego przyktadu obliczono btad aproksymacji w zaleznosci
od ilo$ci harmonicznych n dla jednego okresu funkcji. Za blad aproksymacji

przyjeto:

T 1 2
5= /[f(x) — S(x)]?dx = /[S(:r) —1)%dz + /[S(x) — (=1))%dz.
0 0 1
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Rysunek 3: Zalezno$¢ bledu aproksymacji od ilosci harmonicznych

Na rysunku widaé, ze pomimo czesciowego niwelowania efektu Gib-
bsa, calosciowo poprawka Lanczosa wprowadza wiekszy btad.

Jak widaé, aproksymacja funkcji z uzyciem poprawki Lanczosa w zna-
komitym stopniu niweluje efekt Gibbsa, ktory pojawia sie w punktach nie-
ciaglosci. Kiedy zalezy nam na stabilnosci sygnalu, uzycie tej poprawki
jest zalecane. Zastosowanie poprawki Lanczosa powoduje jednak zmniejsza-
nie stromizny zbocz funkcji w punktach nieciagtosci, co moze by¢ efektem
niepozadanym, kiedy bardziej zalezy nam na szybkoSci zmian wartosci sy-
gnalu. Takie zachowanie moze by¢ szczegélnie wazne podczas konstrukeji
uktadéw cyfrowych, gdzie wydluzenie czasu przelaczania miedzy stanami
niskimi a wysokimi moze powodowaé¢ wystapienie tzw. hazardu.

Andrzej Wieckowski

Literatura

[1] J. Izydorczyk, G. Plonka, G. Tyma: Teoria Sygnaléw — Wstep, Wy-
dawnictwo Helion, 2006, Gliwice.
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[Obliczajac muzyke]

Na pierwszy rzut oka wydawac¢ by sie moglo, ze matematyka i muzyka
sg zupelnie réznymi dziedzinami. W koncu trudnym wydaje si¢ pogodzenie
nauki Scistej (nawet jesli najbardziej humanistycznej ze wszystkich) z dzie-
dzing $cile artystyczna. Ale czyz w obu nie tkwi piekno? Przyjrzyjmy sie
pewnym zjawiskom, naturalnym zaréwno dla matematykdéw, jak i muzy-
kow.Uwagal Nie da si¢ unikna¢ mnogosci pojeé¢ muzycznych w takim tema-
cie. Postaram si¢ wiec wyjasénia¢ je przynajmniej pogladowo.

Zacznijmy od nikogo innego jak Pitagorasa. I on, i uczniowie jego szkoty
uwazali, ze kazde zjawisko mozna opisaé liczbami, wigc ich uwadze nie mogta
umkna¢ muzyka. Pitagoras zastanawial si¢ miedzy innymi jaki jest zwiazek
miedzy dlugoscia struny, a dzwigkiem przez nia wydawanym. Skonstruowat
monochord - prosty instrument muzyczny z jedna struna naciggnieta na pu-
dlo rezonansowe. Pitagoras dzielil kolejno strune na coraz mniejsze odcinki
i wyprowadzil teze, iz najprzyjemniejsze dla ucha sa dzwieki, ktére powsta-
ja, kiedy struna jest podzielona w stosunku 1 : n, n € N. Odkryty przez
niego ciag dzwiekéw stal sie podstawa skal muzycznych.Jednak Pitagoras
nie przewidzial niedcistodci muzycznych wybrzmiewajacych z jego badan.
W VI wieku p.n.e. nie istnial bowiem stréj réwnomiernie temperowany.
Ale o co w tym chodzi?
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Rysunek 1: Interwaly gléwne

We wspélczesnej (od XVII wieku) muzyce okresla sie interwaly - odpo-
wiedniki odcinkéw na prostej (nawet w sposéb graficzny). Dzieli sie je na
konsonanse (wspélbrzmienia ,czyste”) i dysonanse (,zgrzytajace”). Kaz-
dy z nich jest ztozony z konkretnej liczby réwnych péttonéw i nie rozwaza
sie mniejszych skladowych. Péltonem jest najmniejsza odlegloéé¢ miedzy
dzwickami, ktére mozna zagraé¢ na fortepianie. I tak, co 12 péttondéw po-
winni$my uslyszeé¢ ten sam dzwiek (odpowiednio wyzej lub nizej, jest to



[MACIERZATORG0] 7

odleglo$é oktawy lub jej wielokrotnosé). A gdyby poruszaé si¢ po klawiatu-
rze kwintami (kwinta=7 péltonéw) to ten sam dzwiek ustyszymy ponownie
po 12 powtérzeniach (7 oktaw wyzej). Tak konstruuje sie kolo kwintowe.
Zatem stréj temperowany (oraz wlasnie kolo kwintowe) opiera sie na po-
dziale oktawy na 12 réwnych odcinkow. Ale w szkole pitagorejskiej pojawial
sie interwal mniejszy niz poltton, co zaburzalo powyzszy porzadek. Wezmy
kwinte u Pitagorasa. Okreslit ja stosunkiem % Startujac z dzwieku G, po
dwunastu kwintach oczekujemy ponownie g, 7 oktaw wyzej. Tak wiec

12
3
= = 129,746
(3) —romo

ale skoro wszystkie péttony byly réwne, to spodziewamy sie potegi dwojki,
w tym wypadku siédmej, czyli wyniku 128. Powstaly stosunek, wynoszacy
okolo 1,014, nazywa si¢ komatem pitagorejskim i jest to przyblizona wiel-
kosé ¢éwierétonu. A to nie jest juz najmilszy naszym uszom dzwigk. Tak
wiec skala okreSlona przez Pitagorasa stosowaé sie moze wspotczesnie je-
dynie w monofonii (pojedynczej linii melodycznej), a i to przypadloby do
gustu raczej niewielkiemu gronu. Niestety, muzyka matematycznie intrygu-
jaca to przewaznie twérczo$é przetomu XIX i XX wieku, nie zawsze latwa
w odbiorze. Porzucamy wigc Pitagorasa i zmierzamy na drugi koniec historii
muzyki. Tu rzadzi miedzy innymi zloty podzial i ciag Fibonacciego.

Cigg Fibonacciego to ciag liczb catkowitych, zaczynajacy sie od 0 i 1,
w ktérym kazdy kolejny wyraz jest suma dwoch poprzednich. Kilka jego
pierwszych wyrazéw to:

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, 144, 233, 377, . . . .

Co ciekawe, stosunek dwodch nastepujacych po sobie liczb stopniowo przy-
bliza warto$¢ nazywana zlotym podzialem lub zlotg proporcjq, ktéra wynosi

1++5

0=

=1,6180339887... .

Najczesciej przytaczanym przykladem zastosowania powyzszych pojeé
w muzyce jest tworczoéé Béli Bartoka (1881-1945). Wezmy utwér Muzy-
ka na instrumenty strunowe, perkusje i czeleste. Ma on 89 taktéw, punkt
kulminacji dynamicznej nastepuje w 55 takcie, pierwsze przedstawienie te-
matu (ekspozycja) trwa 21 taktéw — wszystkie te liczby, jak widaé, sa liczba-
mi Fibonacciego. Te obserwacje, poczynione przez Erné Lendvaia, ujmuja-
ce réwniez stosowne dodatkowe zalozenia, dotyczyly gldéwnie strukturalnej
budowy dziela. Dochodza do tego réwniez struktury rytmiczne oraz har-
moniczne. I tak interpretujac np. ostatnie trzy takty pierwszej czesci tego
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dzieta, mozemy zauwazy¢ symetrie pochodu interwalowego w partii skrzy-
piec (przypisane liczby to liczba p6ttonéw miedzy poszczegdlnymi nutami).
Catle dzielo Bartéka oparte zostalo na Scistych wyliczeniach, choé nieko-
niecznie jest to styszalny zabieg.

™o

VA
N

(J

Czy jest wiec sens analizowa¢ dzieto muzyczne pod katem matematycz-
nym, skoro nie mozna tak naprawde ustysze¢ obserwowanych zaleznosci?
Jest to poniekad sztuczny zabieg, ale gdyby go odwréci¢ i analizowaé¢ ma-
tematyke muzycznie, mozna by dosta¢ o wiele ciekawsze wyniki, o czym
pomyséleli juz muzycy wspélczesni; miedzy innymi punktualisci, dodekafo-
nisci oraz serialiéci. Ale o nich innym razem.

Agnieszka Morawiecka

[Efekt Casimira]

W fizyce istnieja dwa dowody na istnienie tak zwanej kwantowej prézni.
Jak mozna sie domyslié, nie jest to préznia w zwyklym, klasycznym sen-
sie: pojecie to nie moze by¢ rozumiane jako przestrzen pozbawiona czastek.
Gdzie wigc tkwi réznica miedzy kwantowym a klasycznym rozumieniem
tego okreslenia? Odpowiedz lezy u gruntu podstaw mechaniki kwantowej,
a doktadniej, w poziomach energetycznych kwantowego oscylatora harmo-
nicznego. Kwantowy oscylator harmoniczny rézni sie tym od klasycznego,
ze nie moze przybiera¢ dowolnych wartosci energii. Mozna to zapisa¢ ma-
tematycznie w nastepujacy sposéb:

1
E,=(n+ §)ﬁw
gdzie:
h = 1,056 x 10734J - s — zredukowana stata Plancka, w — czesto$¢ drgan
oscylatora, n = 0,1, 2, ... — numer poziomu energetycznego.
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Latwo zauwazy¢, ze dla stanu podstawowego (n = 0) warto$¢ tej energii
jest niezerowa. Traktujac pole elektromagnetyczne jako zbior nieskonczonej
ilosci oscylatoréow harmonicznych, dochodzimy do wniosku, ze energia takie-
go pola w stanie podstawowym (stan podstawowy rozumiemy jako préznie)
jest nieskonczona. Nieskonczono$é te otrzymaliby$my sumujac wklady do
stanu podstawowego z calej przestrzeni. Jednak wtedy gdy ograniczymy
sie np. do objetosci kubka, energia ta jest skoniczona i na tyle ogromna,
ze moze doprowadzi¢ do wrzenia wszystkie ziemskie oceany. Innym zaska-
kujacym faktem dotyczacym prézni jest istnienie kwantowych fluktuacji.
Oznacza to, ze energia préozni w danym miejscu nie jest stala i ciggle ulega
zmianom. Wynika to z zasady nieoznaczonosci Heisenberga:

AE - At > g,

gdzie:
AFE — niepewnosé pomiaru energii, At — niepewno$¢ pomiaru czasu.

Innymi slowy, oznacza to, ze czastki moga zosta¢ wykreowane przez
»bozyczenie” energii AFE z prézni. Istniejg jednak tylko przez bardzo krét-
ki czas At, po czym natychmiast zostaja zanihilowane (zniszczone). Takie
czastki nazywamy czastkami wirtualnymi. Fakt ich istnienia jest potwier-
dzony doswiadczalnie. Obserwacja tak zwanego efektu Casimira jest jak do-
tad najbardziej przekonywujacym dowodem na istnienie kwantowej prézni
i czastek wirtualnych.

Efekt Casimira zostal pierwszy raz zaobserwowany doswiadczalnie w 1996
(chociaz jego istnienie bylo przewidziane teoretycznie 50 lat wezedniej). Zja-
wisko to polega, w najprostrzej postaci, na przyciagganiu sie dwéch meta-
lowych nienaladowanych plyt znajdujacych sie¢ w bardzo bliskiej odleglosci
wzgledem siebie (rzedu nm). Jakie jest wytlumaczenie tego zdumiewaja-
cego faktu? Postuzmy sie rysunkiem. Na ponizszym rysunku widoczne sa
dwie plyty oddalone od siebie od odleglosé d. Zaréwno na zewnatrz, jak
i pomiedzy plytami znajduja si¢ fale o réznych dlugosciach. Sa to fale, kto-
re istnieja dzieki energii prézni oraz takie, ktéry powstaly dzieki istnieniu
czastek wirtualnych. Okazuje sie, ze pomiedzy plytami moga istnie¢ tyl-
ko takie fale, ktérych wielokrotno$¢ dlugosci réwna jest odleglosci d (fala
bedzie falg stojaca odbijajaca sie od powierzchni plyt tam i z powrotem).
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Oznacza to, ze fale o wszystkich diu- d
gosciach beda istnialy na zewnatrz plyt, AR, AT IR
ale tylko niektore beda sie propagowaly we-
wnatrz. Wiecej fal oznacza wiecej energii;
pomiedzy wnetrzem i zewnetrzem wytwo- L= e
rzy sie pewien gradient energii, ktory prze- i || L e
lozy sie na site przyciagajaca dzialajaca =l e
miedzy plytami.

Zjawisko to interesujace jest nie tylko ze wzgledu na to, ze dowodzi ist-
nienia ,zywej” prézni, ale takze dlatego, ze daje mozliwos¢ ztamania bariery
predkosci $wiatta. Dlaczego? Jak wiadomo, Swiatto najszybciej porusza sie
w prézni, w kazdym innym osrodku porusza si¢ z mniejsza predkoscia. Skoro
miedzy plytami istnieje mniejsza energia niz na zewnatrz (w ,normalne;j”
prézni), to istnieje mozliwosé, zeby $wiatlo poruszalo sie tam z wigksza
predkoscia niz stynne 3 x 108%? Odpowiedz na to pytanie pozostaje wcigz
nieznana.

Na zakonczenie warto dodaé, ze ksztalt prézni moze mieé¢ powazny
wplyw na rozwdj Swiata i nauki: fakt istnienia efektu Casimira bedzie
w przysztosci najprawdopodobniej powaznym ograniczeniem dla inzynie-
row — w szczegoblnosci przy budowie urzadzen w skali nano, a wykorzysta-
nie energii prézni bedzie godnym nastepca elektrowni wodnych, jadrowych,
wiatrowych. ..

Monika Richter

[O odejmowaniu zbioréw|

Wykonujac dzialania na liczbach, jestedmy przyzwyczajeni do tego, ze
mozemy dodawaé liczby przeciwne po obu stronach réwnosci (nieréwnosci),
a dane réwnanie (nieréwnosé) nadal jest prawidlowe.

Moze zastanawialiscie si¢ kiedys, czy takie dziatanie mozna uogélnié¢
np. na zbiory w przestrzeniach liniowych? Aby odpowiedzie¢ na to pyta-
nie zdefiniujmy najpierw dodawanie zbioréw jako sume algebraiczng dwéch
zbioréw, tzn. dla zbioréw A i X:

A+ X ={a+z:a€ A, z € X}.

Dlugo si¢ nie zastanawiajac, mozna znalezé kontrprzyklad moéwiacy
o tym, iz nie zawsze odejmowanie zbioréw jest poprawne.
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Przyklad. Ustalmy zbiory na prostej R, niech A = [0,1] , B = [8,9]
oraz X = R. Jezeli odejmowanie zbioréw byloby prawidlowe w kazdym
przypadku, to:

A+ X=B+X < A=B,

ale A # B.

Czy jednak upowaznia nas to zaniechania poszukiwan? W swojej pracy
An embedding theorem for spaces of conver sets szwedzki matematyk Hans
Radstrém dowodzi, ze przy odpowiednich zatozeniach skracanie zbioréw w
przestrzeni liniowej jest prawidtowe. Matematyk twierdzi, ze jesli zbior B
jest domkniety oraz wypukly (tzn. dla kazdych dwoch punktéw ze zbioru
jesteSmy w stanie poprowadzi¢ odcinek je taczacy, ktory zawiera sie w zbio-
rze — na prostej R zbiorami wypuklymi sa np. przedzialy), a zbiér X jest
zbiorem ograniczonym, to:

A+ XCB+X < ACB.

Istotnie: mozna pokazaé, ze dowolny element ze zbioru A jest elementem
zbioru B. Ustalmy dowolny element a € A. Dla dowolnego elementu z; €
X, a+x, € B+ X, tzn. istnieja takie elementy b1 € Bixs € X ze by +x9 =
a+x1. Powtarzajac dokladnie to samo rozumowanie, stwierdzamy, ze musza
istnie¢ takie by € B,xz3 € X, ze by + x3 = a + x2. Po n powtdérzeniach
powyzszej procedury i zsumowaniu otrzymujemy nastepujaca rownosc:

n+1 n

n
Zbi—l—in :na—i—in.
i=1 i=2 i=1

n
Przenoszac Y x; na lewa strone réwnosci oraz dzielac obie strony przez n,
i=1

mamy:
n
> bi
i=1 Tnt1 21 _
n n n '

Wystarczy teraz zauwazy¢, ze skoro zbiér X jest ograniczony, to:

lim (an — E) =0

n— 00 n n

oraz, ze wzgledu na wypukltosé¢ B zachodzi:
n
b;

! _eB
n

K3
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dla wszystkich n € N. Po uwzglednieniu powyzszych obserwacji, otrzymu-
jemy:

. =1
lim *
n—oo n

= a.

Zbiér B jest zbiorem domknietym, wiec a € B, co dowodzi poprawnosci
rozumowania autora artykuhu.

Jedli zalozymy rownosé zbioréw A + X = B + X, gdzie zbiér X jest
ograniczony, a zbiér B wypukly i domkniety, ponizsza réwnowaznosc:

A+X=B+X < A=8B

rowniez jest prawidlowa. Istotnie: réwnanie A+X = B+ X mozemy zapisaé
jako koniunkcje zawieran:

(A+X)C(B+X) A (B+X)C (A+X)

i przeprowadzi¢ analogiczne rozumowanie jak powyzej.

Jak wida¢ odpowiedz na zadane na poczatku artykulu pytanie jest twier-
dzaca. Jakie obiekty i przy jakich zalozeniach mozemy jeszcze odejmowad
w ten sposéb? Pytanie pozostaje otwarte.

Magdalena Wnetrzak

Literatura

[1] Hans Radstrom, An embedding theorem for spaces of convex sets, Proc.
Am. Math. Soc. 3, 165-169 (1952)

[Liczby algebraiczne i przestepne]

W tym artykule zajmiemy sie liczbami algebraicznymi i przestepny-
mi. Przekonamy sig, ze nielatwo wymysli¢ przyklad liczby przestepnej cho-
ciaz, jak sie okaze, jest ich nieprzeliczalnie wiele. Podobno Euler o liczbach
przestepnych powiedzial, ze ,przestepuja one mozliwosci metod algebraicz-
nych”, co moze wyjasnia¢ ich nazwe.

Definicja 1. Méwimy, ze liczba x € R jest liczba algebraiczna, gdy istnieje
taki niezerowy wielomian W € Q[X], ze x jest jego pierwiastkiem.
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Definicja 2. Stopniem liczby algebraicznej x € R nazywamy najmniejszy
stopien wielomianu
o wspotcezynnikach wymiernych, ktérego x jest pierwiastkiem.

Przyktadem liczby algebraicznej jest dowolna liczba wymierna ¢, gdyz
jest pierwiastkiem wielomianu X — q. Przykladem niewymiernej liczby al-
gebraicznej jest v/2 jako pierwiastek wielomianu X2 — 2.

Definicja 3. Liczbe = € R, ktora nie jest liczba algebraiczna, nazywamy
liczba przestepna.

Dokladnie tak samo definiuje sie zespolone liczby algebraiczne i prze-
stepne. W tym artykule skupimy sie jednak na rzeczywistych liczbach al-
gebraicznych i przestepnych.

Definicja 4. Waga wielomianu f nazywamy liczbe w(f) dana wzorem:

st(f)

w(f) = st(f) + Z il

gdzie ag, a1, ..., aqf) sa wspélczynnikami wielomianu f.

Twierdzenie 1. Zbior rzeczywistych liczb przestepnych jest nieprzeliczal-
ny.

Dowdéd. Udowodnimy, ze zbiér rzeczywistych liczb algebraicznych jest prze-
liczalny. Niech = bedzie liczba algebraiczna. Wowczas x jest rozwiazaniem
pewnego réwnania F(z) = 0, gdzie F € Q[X] jest niezerowy. Réwnanie
to mozna tatwo sprowadzi¢ do postaci, w ktérej lewa strona wyraza sie
wzorem:

f(z) = ans™ + apn_12" ' 4+ ... 4 a1z + ao,

gdzie
ag,ai,...,an € Z1ia; #0, dla pewnego i € {0,1,...,n}.
Zdefiniujmy zbiory
A ={feZX]:w(f)=k}, keN.

Zauwazmy, ze

N\ [Ax| < oo,

keN
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zatem zbiér

zIX] = | J{f € ZIX] - w(f) = k}
k=1
jest przeliczalny. Skoro

A HaeR: fla)=0} < oo,

fez(X]
to zbidr
K = U {aeR: f(a) =0}
feLX]
jest przeliczalny. Zatem zbiér liczb algebraicznych jest przeliczalny. O

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze liczb przestepnych jest dosy¢ duzo,
co moze sugerowad, ze latwo wymysli¢ przyklad takiej liczby. Okazuje sig
jednak, ze nie jest to takie latwe. Udowodnimy kilka faktow potrzebnych
do podania przyktadow liczb przestepnych.

Twierdzenie 2 (Liouville’a). Jezeli « € R jest niewymierng rzeczywistq
liczbg algebraiczng stopnia n > 1, to istnieje taka stala S > 0 (zalezna od
a), ze dla kazdej liczby wymiernej %, gdzie p,q € Z, q > 0 jest spelniona
nieréwnosé

Dowdd. Skoro « jest liczba algebraiczna, to istnieje wielomian f € Q[X],
st(f) = n. Zauwazmy, ze wielomian f nie ma pierwiastkéw wymiernych
réznych od a. Istotnie: zalézmy, ze wielomian f ma pierwiastek wymierny
(B rézmy od «. Wowezas wielomian f jest podzielny przez X — (3, co ozna-
czaloby, ze a jest pierwiastkiem wielomianu stopnia nizszego niz n. To jest
sprzeczne z zalozeniem o stopniu liczby algebraicznej a. Stad

p
A
P,q€Z, ¢>0 q
Oczywiscie

/\ |f(z)| < N, dla pewnego N > 0.
z€[a—1,a+1]
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Mozemy zalozy¢, ze N > 1. Ustalmy dowolnie % € Q. Rozwazmy nastepu-
jacy przypadek:

a— p‘ <1
q
Wéwecezas
p anp" + an-1p" "t 4.+ ap+ag 1
f - = n > o
q q q
bo

anp” + an—1p" '+ ...+ a1 + ag € Z\{0},

co wynika z wczedniej zauwazonego faktu, ze wielomian f nie ma pierwiastka
wymiernego réznego od a. Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a o wartosci
$redniej, otrzymujemy:

p p p p
Vo (5] =] (B) o] = 1r@rfa-2) < w|a-2).
se(af) ((5:0))
Otrzymalismy wiec nastepujace nieréwnosci:
1
@) rh-1
qr q
stad
p 1 S . 1
oa—=|> = —,gdzie S = — > 0.
q’ Ng»  q* N
W przypadku, gdy
a— p‘ > 1,
q
teza twierdzenia jest oczywista. O

Definicja 5. Liczbe p € R nazywamy liczba Liouville’a, jesli

AV O<‘,u—p‘<1.

n
neNp,q€Z, g>1 q q

Twierdzenie 3. Kazda liczba Liouville’a jest niewymierna.

Dowdd. Zalézmy, ze pewna liczba Liouville’a L jest wymierna. Wéwczas
liczba L jest postaci

l
L = —,dla pewnych [,m € Z, m > 1.
m
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Dobierzmy taka liczbe naturalna n € N, ze
2n >,

. l ;.
Woéwczas dla dowolnych p,q € Z, g > 1 oraz % # - zachodzi:

m q

> >
“mg” 2nl¢ 7 ¢

BTN R )

co prowadzi do sprzecznoéci. Zatem kazda liczba Liouville’a jest niewymier-
na. O

Nastepne twierdzenie podaje przyklady liczb Liouville’a.

Twierdzenie 4. Kazda liczba x € R postaci:
zzllc(;], gdzie ¢c;j € {1,...,9}, j=0,1,...,
]:

jest liczbg Liouwille’a.

Dowdéd. Niech (sy,)nen bedzie ciagiem sum czesciowych szeregu

tzn.

Oczywiscie s, € Q, dla n € N, zatem s,, mozna zapisa¢ jako utamek

B, gdzie ¢ = 10", p € N.
q

Wobec tego
P|_  Cnt1 Cnt2 9 9 _
T = q‘ - 10(n+1)! + 10(n+2)! +... < 10(n+1)! + 10(n+2)! +...=

9 1 (n+2)—1 1 (n+2)(n+3)—1
= 1000t 1+<10<n+1)!> +<1O(n+1)) ... <

9 1 1 1 _ 10
710(n+1)! +TO+W+... 7710(n+1)!'

A
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Zatem dla n € N

10(n+1)! = 10(m)'n1Qn! < 107! q

0<|z—s,=

10 10 1 1
x_p‘ - —.
q n

Twierdzenie 5. Kazda liczba Liouville’a jest przestepna.

Dowdd. Niech p € R bedzie liczba Liouville’a. Zalézmy dla dowodu nie
wprost, ze u jest liczba algebraiczna o stopniu wickszym niz 1. Wiemy juz,
ze 1 jest liczba niewymierna. Korzystajac

z twierdzenia Liouville’a, dostajemy

VAN

S>0p€eZqeN

S
q q

Dobierzmy k € N tak, zeby 2¥S > 2" oraz k > n. Skoro u jest liczba

Liouville’a, to
1
\V o< ‘u - p‘ < —.
q

P,q€Z, g>1 "
Wéwczas
1 S
¢
a stad
S<gvh<omht s,
sprzeczno$é. O

Dopiero po powyzszym twierdzeniu w koncu mamy jakie$ przyklady
liczb przestepnych. Z powyzszych dwéch twierdzen wynika, ze liczba

1

c= Zl ot = 0,11000100000000000000000100 . . .
j=

jest liczba przestepna.

Innymi przykladami liczb przestepnych sa na przyklad e lub m, czego
jednak nie bedziemy udowadniaé.

Fukasz Rak
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[Teoria gier w praktyce: Snake]

Rozwazmy klasyczna wersje znanej gry Snake, ktéra rozgrywa sie na
ustalonej planszy n X m (co najmniej 3 x 3). Przypomnijmy: gracz steruje
wezykiem, ktéry w kazdym kroku porusza sie w wybranym kierunku: po-
ziomo lub pionowo o jedno pole, ciagnac za sobg swbj ogon. Na planszy do
zebrania jest jabtko, po zjedzeniu ktérego waz wydtuza swdj ogon o jedno
pole — wéwczas w wolnym miejscu rozmieszczane jest kolejne jabtko. Gra
koniczy sie porazka gracza, gdy waz uderzy w swoj ogon lub brzeg planszy.
Za zwyciestwo mozemy uznac¢ sytuacje, gdy waz jest tak duzy, ze pokrywa
cala plansze i nie mozna rozmiesci¢ juz zadnego jabtka. Poczatkowy wezyk
jest wymiaréw 2 x 1.

Dokonamy paru modyfikacji w tej grze: do gry wprowadzamy nowego
gracza, ktéry na poczatku rozgrywki ustawia pozycje i kierunek poczatkowy
weza, stawia pierwsze jabtko i przy kazdym zebranym przez pierwszego gra-
cza jablka rozmieszcza wedlug uznania kolejne. Pierwszy gracz natomiast
ma nieograniczony czas na ruch weza w wybranym kierunku. Gracz pierw-
szy nie moze powtorzy¢ swojego uktadu, tj. po pewnym czasie powrdcié do
swojego poprzedniego ulozenia weza na planszy; sytuacja taka traktowana
jest jako zwycigstwo drugiego gracza.

Problem. Czy ktorys z graczy ma strategie wygrywajaca?

Zanim podejmiemy sie problemu, zauwazmy, ze samo napisanie algoryt-
mu wygrywajacego nie rozwiazuje problemu (dlaczego?). Co wiecej: jest to
niepotrzebne.

Przede wszystkim zauwazmy, ze gra jest skonczona — liczba mozliwosci
w kazdym kroku jest, oczywiScie, skoficzona, a liczba ruchéw jest skonczona.
Limit ruchéw mozemy tatwo oszacowaé. Waz o dtugosci dwoéch pédl w kaz-
dym kroku realizuje pewien uktad. Takich uktadow jest nie wiecej niz liczby
sposobow wybrania dwdch pdél ze zbioru n x m-elementowego, przemnozonej
dwukrotnie dla uwzglednienia kierunku ruchLﬂ 7 zasady szufladkowej Di-
richleta waz musi powtérzy¢ jaki$ uktad po wykonaniu 2 - (";”) + 1 ruchéw.

20szacowanie jest stosunkowo grube: znaczna cze$é utozen nie jest realizowana — waz
nie moze byé pofragmentowany.
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Poniewaz jedno pole jest zajete przez jablko, nm mozemy Smialo zasta-
pi¢ liczba nm — 1. Dla uproszczenia obliczen skorzystajmy z ponizszego

oszacowania;: )
nm — nm
2. 1<2- .

Gracz pierwszy, by kontynuowaé gre, musi zjesé¢ pierwsze jabtko nie p6z-
niej niz po 2 - (";”) kroku. Wéwczas na podobnej zasadzie co poprzednio
wnioskujemy, iz liczba mozliwych ruchow pierwszego gracza nie przekracza
2- ("), jako ze waz zajmuje teraz trzy pola. Prowadzac rozumowanie do
konca, liczbe ruchéw pierwszego gracza w calej grze ograniczy¢ mozemy

przez

nm
nm nm nm nm
2 2 L2 <2- =2l
(2>+ (3)+ i (nm>\ Z<k)
k=0
Drugi gracz w calej grze wykona co najwyzej nm ruchéw, co po zsu-
mowaniu z poprzednim wynikiem daje szukane gérne ograniczenie. Dla nas

istotny jest ptynacy z tego wniosek, iz w pewnym momencie gra zawsze be-
dzie juz rozstrzygnieta. Poniewaz nie ma remiséw, ktérys z graczy wygra.

Kazdy z graczy ma pelna wiedze o rozgrywce w czasie gry — zaréwno
pozycja wszystkich obiektéw na planszy, jak i wszystkie mozliwosci ruchu
obu graczy sa znane obu graczom w kazdej chwili.

Przypus$émy nie wprost, iz gra w pewnym momencie nie jest zdetermi-
nowana, tj. zaden z graczy nie posiada strategii wygrywajacej. Bez straty
ogolnosci zatézmy, ze ruch wykonaé ma gracz drugi, ktéry moze umiescié
jabtko w jednym z kilku pél. Z racji iz nie posiada strategii wygrywaja-
cej, nie istnieje sekwencja ruchéw gwarantujaca mu zwyciestwo niezaleznie
od ruchéw pierwszego gracza. Réwnowaznie dla kazdej sekwencji ruchow
istnieje odpowiedz drugiego gracza, w ktorej gracz drugi nie ma zapewnio-
nego zwyciestwa. To znaczy, ze brak strategii wygrywajacej pociaga brak
strategii w kolejnej turze dla pewnej odpowiedzi pierwszego gracza. Stad
w ostatniej turze rozgrywki, a taka nastapi, gdyz gra jest skonczona, gracz
drugi wciaz pozostanie bez strategii wygrywajacej. Poniewaz gra rozstrzy-
gnaé sie musi zwycigstwem ktorego$ z graczy, gracz drugi przegra. Tym
samym niezaleznie od wykonanych ruchéw gracza drugiego gracz pierwszy
posiada sekwencje ruchéw, ktéra prowadzi do zwyciestwa, a, jako ze ma pet-
ng informacje o grze, sekwencja ta stanowi strategie wygrywajaca — wbhrew
zalozeniu.

To oznacza, ze gra Snake jest zdeterminowana i ktérys z graczy posiada
strategie wygrywajaca (niekoniecznie jedyna).
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Na koniec najciekawsza czeéé: w naszym rozumowaniu nie wykorzystywali-
Smy zasad gry! Istotny byl fakt, iz gra byta gra dwuosobowa o pelnej infor-
macji, skonczonej liczbie ruchéw i mozliwodci, ktéra konczyta sie koniecznie
zwyciestwem dokladnie jednego gracza. Ta sama argumentacja pozostaje
prawdziwa dla kazdej gry dla dwéch graczy o tych wlasnosciach. Co prawda
7 naszego rozumowania nie mozemy wywnioskowaé, ktory gracz zwycieza,
jednakze w kazdej grze o powyzszych wlasnosciach mozemy spodziewaé sie
takowej. Wyznaczenie strategii wygrywajacej czy jedynie gracza wygrywa-
jacego czesto okazuje sie¢ zadaniem nad wyraz zlozonym obliczeniowo. Jezeli
w grze w szachy doprowadzenie do remisu potraktujemy jako poradeﬂ w
takim — z pozoru symetrycznym — wariancie ktéras ze stron bedzie strong
wygrywajaca. Jednakze informacja o zdeterminowaniu gry nie pomaga od-
powiedzie¢ na pytanie, czy warto gra¢ bialymi, czy moze to gra czarnymi
jest uprzywilejowana. Na zakonczenie:

Problem. Czy twierdzenie pozostaje prawdziwe dla gier nieskonczonych?

Mateusz Szymanski

3W niektérych sytuacjach nalezaloby jasno okreslié, ktéra ze stron odpowiedzialna
jest za remis. Jedng z nich jest remis ogloszony po 50 posunigciach bez bicia/ruchu
pionem, ktéry, wprowadzony obligatoryjnie dla graczy, gwarantuje rozstrzygniecie kazdej
gry w pewnej skonczonej liczbie ruchow.
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