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Witamy w zimowym numerze [MACIEFRZATORA]!

Nowy rok — nowe plany, nowe wyzwania. Zyczymy wszystkim na te nowe
dni wiele energii, wspanialych pomysléw i pelnej radosci tych pomystow
realizacji, codziennego laczenia tego, co przyjemne, z tym, co pozyteczne.
A na zblizajaca sie sesje egzaminacyjna studentom zyczymy powodzenia,
egzaminatorom natomiast — jak najwiecej dobrych prac do sprawdzania
i wiele cierpliwosci!

Dobrego roku 2016 zyczy

Redakcja
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[Od Redakcji]

Przed Panstwem pierwszy w roku 2016 numer [Macierzatora]. Rozpoczyna-
my z przytupem — wydanie to ma bowiem az czterdzieéci stron, i to jakich!

Rozpoczynamy od eseju Profesora Jézefa H. Przytyckiego, matematyka
z George Washington University. W artykule tym, zatytulowanym Plasz-
czyzna kwantowa i g-wielomian drzew z korzeniem, Autor opisuje nowy
niezmiennik drzew z korzeniem — ciekawy nie tylko sam w sobie, ale takze
ze wzgledu na zwiazki z teorig wezléw 1 algebra homologiczna. Co wiecej,
jak pisze Profesor Jézef H. Przytycki, mamy tu do czynienia z calkowicie
elementarng, niemniej zupelnie nowq, interesujgcg matematykg. Czytelni-
kéw po przeczytaniu artykulu zachecamy do badan tego niezmiennika, jego
zastosowan i zwiazkéw z innymi dzialami matematyki czy mechaniki sta-
tystycznej lub biologii kombinatorycznej. Przed przeczytaniem natomiast
proponujemy zastanowi¢ sie nad nastepujacym pytaniem:

Znamy wszyscy dwumianowy wzér Newtona (z+y)" = > 1o (5)x'y™".
We wzorze tym zakladamy oczywiscie, Ze zmienne s¢ przemienne (to zna-
czy yxr = xy). A jaki wynik dostaniemy na (x + y)", jesli nie zaloZymy
przemiennosci, a tylko yr = qry dla q przemiennego zx 1 y?

Profesorowi Jozefowi H. Przytyckiemu goraco dziekujemy za ofiarowanie
artykutu!

Kolejny artykul to powrdt do cyklu Impresje olimpijskie doktora To-
masza Kochanka — niegdy$ Opiekuna Kola Naukowego Matematykéw US,
obecnie pracujacego w Zakladzie Analizy Funkcjonalnej w Instytucie Mate-
matycznym Polskiej Akademii Nauk. Przeczytamy o metodzie zmiany kate-
gorii — przenoszeniu rozumowania matematycznego na wygodniejszy grunt,
przy jednoczesnej kontroli nad teza. Jest to — jak pisze Autor — jedna z nag-
bardziej uniwersalnych metod w matematyce.

Na kolejnych stronach czekaé¢ bedzie na Panstwa tekst o Madrych Ksigz-
kach — najwickszym w Polsce, niekomercyjnym serwisie internetowym zwia-
zanym z literatura popularnonaukowa, kilka ciekawych zadan (szczegdlnie
polecamy mtodszym Czytelnikom!) autorstwa Michala Kremzera, wstep do
fizyki laser6w i artykul o zmaganiach Andrew Wilesa z wielkim twierdze-
niem Fermata.

Przyjemnej lektury zyczy

Redakcja
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[Plaszczyzna kwantowa
i g-wielomian drzew z korzeniem]

JOzEF H. PRZYTYCKI
Streszczenie

Prezentujemy nowy niezmiennik drzew z korzeniem. Sadzimy, Ze jest on
ciekawy nie tylko sam w sobie, ale rowniez poprzez zwiazki z teoria weztow
i algebra homologiczna. Jednak prawdziwym powodem prezentacji tego wie-
lomianu czytelnikom Macierzatora jest to, ze mamy tu do czynienia z cal-
kowicie elementarna, niemniej zupelnie nowa, interesujaca matematyka. Po
przeczytaniu tego eseju czytelnicy moga wziaé¢ udzial w rozwoju badan nad
tym niezmiennikiem, jego zastosowaniami i zwigzkami z innymi dzialami
matematyki czy tez mechanika statystyczna lub kombinatoryczna biologia.

1. Wstep

Nieprzemienna ptaszczyzna, zwana takze plaszczyzna kwantowa, rozwaza-
na byla juz ponad sto lat temu przez MacMahond*| Uzywa si¢ jej w wielu
dziedzinach matematyki i fizyki. Tutaj pokazemy, jak naturalnie prowadzi
ona do wielomianowego niezmiennika drzew i grafow.

1.1. Nieprzemienna plaszczyzna zwana takze ptaszczyzna
kwantowa

Wszyscy znamy standardowy wzor na dwumian Newtona:
" /n
T n _ i, n—1i
o =3 (7

Oczywiscie zakladamy tutaj przemiennos$¢ zmiennych, czyli yx = zy. Mo-
zemy wyobrazi¢ sobie dowdd bez stow, piszac

(z+y)"=@+y)lr+y)(@+y)..(x+y) nrazy

*Percy Alexander MacMahon (1854-1929) — matematyk brytyjski, prekursor wspol-
czesnej kombinatoryki, w szczegdlnosci badan nad podzialami liczb.
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i, N—1%

i interpretujac wspotczynnik przy jednomianie z*y™~* jako liczbe wyborow
¢ nawiaséw sposréd n nawiaséw, z ktérych wybieramy = (z pozostalych
wybieramy y). Liczba ta jest (7).

Jedli dowodzimy wzér dwumianowy przez indukcje, to wykorzystujemy
tozsamosé () = (?:11) + (";1) — te sama tozsamo$é, z ktéra zwiazany jest
tréjkat Pascala.

Mozna jednak zadac pytanie, co sie stanie, gdy przemiennos¢ nieznacznie
ostabimy i zalozymy, ze yz = qzy (q jest przemienne z x i y). W zastosowa-
niach z fizyki ¢ jest czesto wybrana liczba zespolona, ale dla nas najlepiej
jest myéleé¢ ogdlnie, ze q jest zmienna, czyli pracujemy w pierécieniu wielo-
mianéw Z|q].

Jedli nie znamy wyniku, nalezy zaczaé¢ od przyktadéw:

(z+y)’ =y’ +ay+yr+2> =y + (1 + qQuy + 2,

(x+y)* =y* +2y® + yoy + v’z + 2%y + ayz + y2® +2° =
=y’ +(1+q+ )2y’ + (1+q+ )2’y +v°.

Widzimy, ze 1 + g odgrywa role dwéjki w standardowym wzorze dwu-

mianowym. Podobnie 1 + ¢ + ¢? odgrywa role tréjki. Sugeruje to, ze role
liczby n odgrywaé bedzie 1 4+ ¢+ ¢® + ... + ¢" !, szczegdlnie ze dla g = 1
otrzymamy n. Wprowadzmy wiec oznaczenie na ten kwantowy odpowied-
nik liczby n: [n], =14+ q¢+¢* + ... +¢" L.
Liczmy dalej: (z +y)* = v* + 2y + yxy? + v?2y + v32 + 2%y? + ayzy +
+ay’e+yr?ytryryr+yie? +ady+alyrayr? fyrd 4ot = v+ (14 g+ +
+)zyd + 1+ g+ 2% + ¢+ ¢)2*y? + L+ q+ ¢ + ¢)ady + 2t =
=y +(1+g+*+¢°) 2y’ +(1+¢°) (1+q+¢*)2*y* + (1+g+¢° +¢*)a’y+a? =
=y + [4gzy® + 1+ ¢*)[3]g2%y? + [4]g2’y + y*.

Tutaj naturalna zaczyna byé sugestia, ze nie tylko 1 + ¢ + ...¢" ! po-
winno by¢ g-odpowiednikiem liczby n, ale w tym samym duchu powin-
nismy zdefiniowaé silnie ¢-liczby [n], jako: [n]y! = [n]q[n — 1] ---[2]4[1]4,
a q—odpowiedni[k]symbolu Newtona, zwany takze g-wielomianem Gaussa,

n

jako (?)q = Wq—‘q' (czesto by podkreslié symetrig g-wielomianu Gaussa
q q-*

n
i,n—1

bedziemy tez uzywacé zapisu ( ) ). Mozemy wtedy zapisa¢ wspélczynnik
q

przy z2y? jako:
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W naszej notacji poprzednie rachunki moga by¢ zapisane zwigzle jak
ponizej:
(@ +9)* = y* + [2)qay + 22,
(@ +9)* =y + [3gay® + [3lga?y + 27,
q q

[4][;][j]qx2y2 n [4]qx3y Lt =

4
2

(z+y)* =y + [y’ +

oyt [l ( ) 22+ 4],aty + 2.
q

Mozna teraz zgadna¢ ogdlna formute:

Stwierdzenie 1.

(x+y)" = Zn: (?)qm"y”‘i-

=0

Dowdéd. Dowdd bez stéw zostawiam czytelnikom. Mimo ze jest podobny
do przemiennego przypadku, wymaga wiekszego skupienia i ja go widze,
gdy jestem wyspany i po kawie...

Nietrudno zasugerowaé¢ jednak dowdd przez indukcje po n. Sprawdzili-
$my juz formule dla n < 4 (by formula dzialata potrzebujemy, jak w klasycz-
nym przypadku, konwencji, ze [0],! = 1 i w konsekwencji (g)q =1= (Z)q)

Teraz przeprowadzimy krok indukcyjny (od n — 1 do n):

in—i—1

2 n—1 s n—1
_ Lit1yn—i—1 i - Lyt —
Z<in—i—1>q Y +;q im—i-1)""

(x—i—y)":(x+y)(g;+y)”_1:(m+y)i( n—1 >x7?yn—i—1:

Pozostaje nam sprawdzi¢, ze

n—1 i n—1 n
1 | ta . 1) T\,
i—-ln—i/, in—i—1/, i/,
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Zachecamy czytelnika do sprawdzenia tego bez patrzenia na nastepujace
obliczenia:

la+bl,=1+qg+..+¢" 7! =
=(1+q+..+¢" N+ +qg+..+¢"h) =
= [a]q + ¢"[b]q = [b]g + qb[a]tr

a+b\  la+0b]! [a+b—1]!
<a,b) - R PR
B " [a+bfl]q! B
= ([a]q +q [b]q)W =
_[a—|—b—1]q! a[a—l—b—l]q!_
T la- el T 1)

7
_ (a—l—b—l) +aq<a—|—b—1) _
a—1,0 q a,b—1 .
_ (a—f—b—l) +bq<a+b—1) .

ab-1/, a—10b/,

Mozemy interpretowaé klasyczng formule na wspélezynniki (z + y)”
przez rozwazenie drzewa Tp,, o dwéch dlugich krawedziach (lub raczej
galeziach) o dlugosci, odpowiednio, b i a, wychodzacych z korzenia, tak
jak to jest pokazane na rysunku 1.1. Mozna zadaé pytanie, na ile sposobéw
drzewo to da sie oskubaé¢ jak w dziecinnej zabawie ,lubi — nie lubi”, 1is¢
po lidciu. Za kazdym razem musimy tylko zdecydowaé, czy skubiemy lewa,
czy prawa galaz; lewa ma by¢ skubana b razy, a prawa a razy. Jasne, ze

musimy wybraé a spoéréd a + b ruchéw, takze odpowiedz to (“:b). Nasza
praca opowiada o dramatycznym uogdlnieniu tego przyktadu.

Tb,a = \\ ///
b odcinkow \/a odcinkow

korzen

Rysunek 1.1; drzewo T , z galeziami o dlugosci bi a
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Wréémy do naszego drzewa o dwbch galeziach i sprobujmy graé gre sku-
bania w g-stylu. Znaczy¢ to bedzie, ze kazde skubanie bedzie miato wage ¢
podniesiona do jakiejs potegi. Dokladniej, 1i$¢ z prawej strony bedzie miat
wage 1, a li$¢ z lewej strony wage ¢ (jako przyczyne takiego wyboru poda-
my to, ze ma on a odcinkéw (krawedzi) po swej prawej stronie). Tak wiec
jako wynik otrzymamy nie liczbe skuban, ale wielomian skubania, ktéry
oznaczymy przez Q(Tp ). Nasza definicja daje nastepujaca rekurencyjng
relacje:

Q(Ty0) = Q(Tha—1) + ¢“Q(Th-1,0)-

Zauwazamy takze, ze Q(Tp,q,) = Q(Tpo) = 1. Mozemy teraz rozpoznaé
formute, ktéra dany jest wielomian skubania:

Jest to punkt wyjsciowy do ogdlnej definicji g-wielomianu drzewa z korze-
niem, o ktérym mowa w tytule tego eseju.

Mozemy powtorzy¢ rozwazania, uzywajac wielu zmiennych: z1,xs,...,2k.
Jesli zmienne sa przemienne, to otrzymujemy znana pewnie nam wszystkim
z rachunku rézniczkowego wielu zmiennych wielomianowa formule Newto-
na:

n
n
(x1 + a0+ .oxp)” = E ( >x‘1‘1x32~--x;’“,
b

A1y ..., Ak
al,...,ak;z a;=n

n
ai,...,0k

zenia (a1 " ak) jest liczba skuban drzewa Ty, ... q,.q, 0 k dlugich gateziach

dtugosci ag, ..., as, ay, tak jak to jest pokazane na rysunku 1.2 ponize;j.

gdzie ( ) = ﬁ Tak jak przedtem, milta interpretacja tego wyra-

a, segmentow a,segmentow

Rysunek 1.2; drzewo Ty, ... 4, z galeziami dtugodci ag, ..., a;
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Mozemy teraz rozpatrzy¢ nieprzemienna przestrzen z x;x; = qx;x; dla
i < j. Otrzymamy formute:

n
n
(x1 4+ 22+ zg)" = E ( " ) ey - xpk,
ey k
q

gdzie

Aby wykazaé te formule mozemy, jak przedtem, uzyé indukcji po n.
Nastepujace tozsamosci sa kluczowe w dowodzie:

(1) [ar+ag+...+arly = [a1]g+q* [aa]g+q® T2 [ag]g+.. gt Tottan—t]a, ],
(ii)

ai,a, ..., ay —1,a2,...,ak

ay+az+...+ap—1
+q“1< LT " ) + ot
(11,a2—1,...,ak q

<a1+a2+...+ak> B <a1—|—a2+...+ak—1> N
q q

+ qa1+a2+..‘+ak,1 (al +as + ... +ar — 1) .
q

al,ag, ..., — 1

Ponownie mozemy interpretowaé g-wielomianowe wspotczynniki poprzez
g-skubanie drzewa Ty, ... 4,4, zakladajac przy g-skubaniu nastepujaca for-
mutle:

Q(Tak7...7a2,a1) = Q(Tak;~-7a27a1_1) + qalQ(Tak,---aa2_1’a1)+
+ qa1+a2Q(Tak,...,a3—1=a2’a1) Tt
n qa1+a2+...+ak—1Q(Taka,..,az,al)'

Rekurencyjny wzér jest taki sam jak dla g wielomianowych symboli New-
tona, wiec

Q(Tak,--.,az,al) = (

ay+ag + ... + ak)
ay,0a2;, ..., g q
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2. Rekurencyjna definicja g-wielomianu pta-
skiego drzewa z korzeniem

Pokazemy tutaj, jak nasze rozwazania o kwantowej plaszczyznie i nie-
przemiennej przestrzeni mozna uogélni¢ do dowolnego drzewa z korzeniem
(tzn. punktem wyréznionym czy bazowym). Zaczniemy od zalozenia, ze
drzewo jest plaskie (to znaczy zanurzone na plaszczyZnie), a pézniej wyka-
zemy, ze otrzymany g-wielomian skubania nie zalezy od wlozenia. Mozemy
zatem powiedzieé, ze g-wielomian jest niezmiennikiem drzewa z korzeniem.

Tak wigc zaktadamy w tej konstrukeji, ze drzewo z korzeniem jest zanu-
rzone na plaszczyznie (plaskie drzewo). W naszej konwencji drzewo rosnie
do gory.

Definicja 1. Niech T bedzie ptaskim drzewem z korzeniem vy. Wtedy
wieloman Q7 ., (¢) lub krétko Q(T') € Z[q] jest zdefiniowany przez warunek
poczatkowy Q(e) = 1 i relacje rekurencyjng

QT = Y ¢TIQT - v),

veL(T)

gdzie L(T) jest zbiorem lisci drzewa T, to znaczy wierzchotkéw stopnia 1
réznych od korzenia, a r(T,v) jest liczba krawedzi T na prawo od jedynej
drogi taczacej v z korzeniem vg; poréwnaj rysunek 2.1.

r(T,v)=3

czerwona (gruba) droga
jest jedyna droga taczaca
v z korzeniem

Korzen Korzen

Rysunek 2.1: Plaskie drzewo z korzeniem i przyklad liczenia wyktadnika (T, v)
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Dla przykladu obliczyliémy juz, ze

Q\)=1+q =12,

lub ogdlniej

gdzie T, jest gwiazda z n promieniami,
[Mlg=1+q+...4+¢"7",
a g-silnia zdefiniowana jest analogicznie jak zwykla silnia:
[n]g! = [n]qln — 1q - [2]4[1]q
(czyli notacja, ktérej uzywaliSmy w przypadku kwantowej powierzchni).

Twierdzenie 1. Niech T} V T bedzie bukietem (produktem sklejajacym

korzenie):

|[E(T)| + |E(T2)]
|[E(T1)]

Witedy:

Qv - ( )qQ(Tl)(Q(T2)~

Dowé6d. Dowdd przeprowadzamy przez indukcje po liczbie krawedzi,
|E(T)|, drzewa T = Ty V Ty z naturalnym warunkiem poczatkowym, gdy
jedno z drzew nie ma krawedzi, tzn.

|E(Th)||E(T2)| = 0,

a formuta zachodzi w sposéb oczywisty.

Dla prostoty piszemy F; zamiast |E(T})].
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Niech T bedzie plaskim drzewem z korzeniem i E7 Eo > 0. Wtedy otrzy-
mujemy:

QD) = Y ¢TI —v) =
veL(T)
= > IITRQUI —v) v T)+
veL(Ty)
+ Z qr(T2,v)Q(T1 v (Ts — ) zalozenie i:ndukcyjne
vEL(Ty)
E Es—1
= Z qr(T1,v)+E2( ]é+ le ) QT: — )Q(To)+
veL(T1) L A
E Ey—1
+ Z qr(Tz,v)( -E11+E 2 | ) Q(T1)Q(T2 B U) _
vEL(Ty) L=2 = q
E Ey;—1
- Q(Tz)qEz( E1+_ 5 > > QT —v)+
1 52 ) g o
Ei1+Ey—1
T r(T2,v) o _
] ) S I, )
vEL(Ty)
Ei+E,—1 E,+E,—1
= Q(TV)Q(Ty) (¢ _
aenema™ (500 + (hr )
Ey + B
= Q(T T
amem) (T )

jak potrzeba[*|ll

*Mozna zmodyfikowaé wielomian Q(7T') w ten sposéb, ze formula z twierdzenia
stanie si¢ homomorfizmem. W tym celu definiujemy

Q)
@O = TEm

Mamy teraz
Q' (T VT2) =Q(T1)Q(T2).

Wada takiej definicji jest to, ze Q'(T) nie zawsze jest wielomianem — czgsto jest tylko
funkcja wymierna.
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Whiosek 1.

(i)

(iii)

Jesli plaskie drzewo z korzeniem jest bukietem k drzew:

to znaczy T =Ty V ...V T VT, to:

Ey+FEr 1+ ...+ E
UT) = < Ex, Ex_1,..., Eq >qQ(Tk)Q(Tk_1).“Q(Tl)7

gdzie E; = |E(T;)| jest liczba krawedzi T;.
(Formuta w postaci produktu po stanach)

o = [ wo).

veV(T)

gdzie W (v) jest waga wierzchotka (ktéra mozemy nazywaé waga Bolt-
zmanna), zdefiniowang przez

W(v) = ( E(T,gi(?f)E(Tva ’

q

gdzie TV jest poddrzewem T z korzeniem v (cze$é¢ T' powyzej v, innymi
slowy T wyrasta z v) 1 TV moze by¢ rozlozone na bukiet drzew:

TV =T V..VT§ VTY.

(Niezalezno$¢ od wlozenia)

Wielomian skubania Q(7T') nie zalezy od wlozenia, jest wigc niezmien-
nikiem drzewa z korzeniem.
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(iv) (Zmiana korzenia). Niech e bedzie krawedzia drzewa T z koncami vy
i vg, E1 liczbg krawedzi od strony vy drzewa, a Es liczba krawedzi T
po stronie vy krawedzi e, gdzie

T = Vi V2
Wtedy:
_ [El + l]q
Q(T7 ’U1) [EQ n l]qQ(T7 02)

Dowéd. (i) Wzér z (i) wynika z kilkukrotnego zastosowania formuty:

E(TQ) + E(Tl)

o) = (i

)ﬁ@mmx

jako ze mamy:

(ak 4+ ap_1+...+as+ a1> B
ak7ak_17"'7a27a/1 q

B (ak1+...+a2+a1> <ak+ak1+...+a2+a1) B
q q

Ak—1, -, G2, 01 Ok, 0k—1 + ... + a2+ ap

B (a2+a1> <a3+a2+a1> (a4+a3—|—a2—|—a1>

\ag, 4y g\ azaz+ar ) \ as,a3+as+ar )
(ak +ap_1+..+as+ a1>

“\ag,ap_1+ ... +as+a q'

(ii) Formutle (ii) otrzymujemy przez uzycie (i) wiele razy.

(iii) Niezaleznosé od wlozenia wynika z faktu, ze formuta produktowa z (ii)
nie zalezy od wtlozenia.

(iv) Poréwnujemy formule z twierdzenia 2.2 dla vy i va, otrzymujac:

FEi+FE
Q(T,v) = < 51TE22++11>qQ(T1)Q(T2) oraz

Ey+Ey+1 _
are = ("1 7)) emem

teraz formula zmiany korzenia jest otrzymywana natychmiast.
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Podamy teraz kilka wnioskéw opisujacych proste bazowe wlasnosci Q(T")
i majacych pewne znaczenie w teorii weztéw.

Whniosek 2. (1) Q(T) jest postaci co + c1q + ... + cng” . Zachodza na-
stepujace wlasnosci:
(i) co =1 =rcn, ¢; > 0 dla kazdego i < N.
(ii) Niech k, oznacza liczbe krawedzi wyrastajacych z wierzchotka v
do géry. Inaczej mowiac, jest to stopien wierzchotka v w drzewie T
wyrastajacym z v. W tej notacji, dla drzewa z korzeniem T majacym
cho¢ jedng krawedz, wspdlczynnik ¢ dany jest nastgpujacym wzorem:

= > (k—1)

veV(T)

W szczegblnosci w przypadku nietrywialnego drzewa binarnego dla
kazdego wierzchotka réznego od licia mamy k, = 2 a wiec

¢ = [V(T)] = [L(T)].

(iil) ¢; = ey—; (tzn. Q(T) jest wielomianem symetrycznym (palindro-
micznym)).
(2) (i) Q(T) jest iloczynem g-symboli dwumianowych (typu (“:b)q).

(ii) Q(T) jest iloczynem wielomianéw cyklotomicznyc

(3) Stopien wielomianu N = degQ(T) mozna zapisaé¢ formula:

N=degQ(T)= > | >  EE|,

veV(T) \1<i<j<k,
gdzie, jak we wniosku (ii), T jest poddrzewem T z korzeniem v

(czes¢ T powyzej v, innymi stowy TV wyrasta z v) i T moze by¢
roztozone na bukiet drzew:

TV =T¢ V..V Ty VY.

*Przypomnijmy, ze n-ty wielomian cyklotomiczny jest minimalnym wielomianem, kté-
rego pierwiastkiem jest e2™%/". Mozemy go zapisac:

Vn(q) = H (¢ —w).
wn=1,wk#£1,k<n

Dla przykladu ¥4(q) = 1+ ¢2, Us(q) =1 — q + ¢>.
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Dowdd. Punkt 1(i) najlatwiej wykazaé z definicji; nietrudno zobaczyé,
ze wyraz staly otrzymujemy w jednoznaczny sposéb, biorac 1iéé najbardziej
z prawej strony drzewa i powtarzajac to w kazdym kroku obliczen; stad
co = 1. Podobnie, najwyzsza potege ¢ otrzymujemy, biorac 1is¢ potozony
najbardziej z lewej strony drzewa w definicji rekurencyjnej Q(T"). Wszyst-
kie inne wybory dadza mniejsza potege.

Warunek ¢; > 0 dla kazdego © < n wymaga uwazniejszego przyjrzenia sig
liczeniu Q(T'), ale dowdd jest zupelnie elementarny; zostawiamy go czytel-
nikom, jako ze w twierdzeniu ponizej dowodzimy duzo mocniejszy warunek
(uzywajac znanego z literatury nietrywialnego faktu).

(1)(ii) Najprosciej uzy¢ tutaj formuly produktowej i zobaczy¢ kontrybucje
kazdego wierzchotka do wartosci ¢g:

Mamy teraz (‘f:bb) =1+qg+ .., jesli a,b > 0. Z tego wynika, przy uzyciu

q
wzoru z dowodu wniosku [1] ze

(a1+a2+‘“+a’“) =1+ (k-1)q+
ai,ag, ...ag q

dla ay,as, ...,ar > 0. Kohcowy wynik dla ¢; wynika z formuly produktowej
wniosku [1}
(1)(iii) Najprosciej zaczaé¢ od sprawdzenia symetrii g-wspo6lezynnika New-

tona. Mamy:
a+b _apfa+Db
a,b — 1 a,b )’
bl q*l ’ q

Dalej uzywamy wniosku [I] i faktu, ze iloczyn wielomianéw symetrycznych
jest symetryczny.
(2) i (3) Warunki te wynikaja bezposrednio ze wzoru produktowego we
wniosku ii). |

Cwiczenie 1. Znale7é wzér na ¢y wielomianu Q(T) dla kazdego drzewa

7 korzeniem T'.

Trudniejszym do wykazania jest nastepujacy interesujacy fakt:

Twierdzenie 2. Ciag cg,cq,...,cn jest unimodalny, tzn. dla pewnego j
(tutaj [5] lub [5)]) mamy

C()<Cl<...<Cj>cj'+1>...>cN.

Dowdéd. Unimodalnosé wynika z nietrywialnego faktu, pokazanego przez
Sylvestera, ze g-symbole dwumianowe sg unimodalne; ponadto uzywamy
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prostszej obserwacji, ze produkt symetrycznych (palindromicznych) dodat-
nich unimodalnych wielomianéw jest unimodalny (zobacz: [Sta-1l [Win]). H

Mozna probowaé uogélni¢ twierdzenie iii), odpowiadajac na nastepujace
pytanie: dla jakich drzew ich wielomian Q(T') jest $cisle unimodalny, to zna-
czy cg < ¢ < ... < €|Nj2] = C[Nj2] > --- > cn; (poréwnaj [Pak-Panl).

3. Komentarze i powigzania

Jak podkreslatem we wstepie, wielomian skubania jest ciekawy sam w sobie,
ale nigdy bym go nie skonstruowat ani nie odkryt, gdybym nie spostrzegt je-
go cienia w moich badaniach w teorii wezléw. Motywacja byta dla mnie pra-
ca z moim bylym studentem Mieczystawem Dabkowskim i jego doktorantem
Changsongiem Li, dotyczaca moduléw motkowych uogdlnionego (kratowe-
go) skrzyzowania; rysunek 3.1, [DLP|. W pracy tej nie uzywamy wielomia-
nu Q(T), jako ze byl on odkryty juz po jej napisaniu. Bedziemy go uzy-
waé w przyszlych badaniach [D-P]. Wezly motywuja tez pewne uogdlnie-
nie wielomianu skubania przez wyposazenie drzewa w funkcje op6zniajaca
f:LV) >N ={n€Z]|n > 1}, méwiaca, kiedy mozemy uzy¢ liscia
w formule rekurencyjnej (dajemy tu duzo swobody czytelnikom w kwestii
tego, jak zdefiniowaé taki wielomian skubania z funkcja opdZniajaca).

Zwiazek wielomianu skubania z nawiasem Kauffmana splotéw jest pre-
cyzyjny, ale trudny do zwiezlego zapisania. Aby da¢ pewna idee powiem
krétko, ze dotyczy on badania uogdlnionego (kratowego) skrzyzowania (ry-
sunek 3.1) przy zalozeniu, ze kazde skrzyzowanie mozna rozwiazaé relacja
motkowa Kauffmana, jak na rysunku 3.2, a kazda trywialna zamknieta skta-
dowa mozna wyeliminowaé, zastepujac ja wielomianem Laurenta —A? —
A2,

n

—

4

Rysunek 3.1; T, xn: m X n skrzyzowanie kratowe
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i e

+1 znacznik —1 znacznik

|- = A T

Rysunek 3.2; wygtadzenia Kauffmana skrzyzowania i relacja motkowa

Wielomian skubania mozna uogdélni¢ do dowolnych grafow. Jesli graf
G ma punkt wyrézniony b, to niezmiennik Q(G,b) jest po prostu rodzing
(wielozbiorem) wielomianéw skubania wszystkich drzew rozpinajacych graf
G z korzeniem b (krétka wzmianke na temat tego niezmiennika zamiesci-
tem w [Prz-2]). Zwiazek naszego niezmiennika ze znanymi niezmiennikami
graféw wymaga szczegélowych badan.

Nasz wielomian ma tez zwiazek z algebra homologiczna:

Niech C bedzie kompleksem tanicuchowym, to znaczy ciagiem grup abe-
lowych, C,, i homomorfizméw 09, : C,, — C,_1 tak, ze 0,19, = 0. Na
bazie kompleksu tancuchowego definiujemy grupy homologii przez

H,(C) = ker 8, /im(On+1-

Bardzo czesto homomorfizm brzegu, 0, jest suma alternujaca homomorfi-
zmoéw zwanych funkcjami $ciany:

On = i(—l)idi.
=0

Michal Kapranov zadal pytanie, co sie stanie, gdy (—1)¢ zostanie zastapione
przez ¢*, to znaczy zdefiniujemy

n
08 = q'd;.
=0

Zauwazyl on, ze jesli g jest k-tym pierwiastkiem z jednosci réznym od 1
(tzn. ¢* = 1,q # 1) to k-ta iteracja 99 daje zero [Kapi]:

O} _prq0f 101 =0.
To, ze idea Kapranova jest w jakis sposéb zwiazana z ¢g-wielomianem drze-
wa z korzeniem wydaje si¢ jasne, ale precyzyjne zwiazki wymagaja badan
(moze Ty, Czytelniku, tym si¢ zajmiesz?).
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[Impresje olimpijskie]
Metoda zmiany kategorii

ToMASZ KOCHANEK

Zajmujac sie matematyka, poznajemy i — przy odrobinie dobrej woli —
wprowadzamy do swojego repertuaru dziesiatki metod, sztuczek, algoryt-
moéw, czy tez pewnych przyzwyczajen, zapewne zbyt czesto nazywanych
do$wiadczeniem. Podobnie jak twierdzenia, stanowiace trzon kazdej teorii,
sa to narzedzia zaprojektowane na ogdl z mysla o zastosowaniu ich w kon-
kretnej, dobrze okreslonej sytuacji. Matematyka dla matematyka staje sie
jednak ciekawa wtedy, gdy jest trudna, a zatem wtedy, gdy posiadany reper-
tuar w sposéb bezposredni nie gwarantuje jasnego rozwiazania. Nierzadko
wiec mozna znalezé¢ sie w sytuacji, gdzie wszelkie typowe metody zawodza,
a nasze rozumowania po pewnym czasie zdaja sie polegaé¢ jedynie na bez-
nadziejnym przeformutowywaniu danego problemu na wersje bynajmniej
od niego nie prostsze. Warto w takich sytuacjach pamietaé¢ o kilku ideach
natury ogdélnej, a moze nawet po trosze filozoficzne;.

Omoéwimy tu jedna z takich idei — metode polegajaca na przenoszeniu
rozumowania na wygodniejszy grunt, przy jednoczesnej kontroli nad teza.
Mowa tutaj o sytuacji, w ktérej dowodzona teza wyglada na niekompatybil-
ng (choéby w intuicyjnym sensie) z naturalnymi cechami obiektu, ktérego
dotyczy. Dazymy do tego, by przez odpowiednig manipulacje zmieni¢ obiekt
na taki, dla ktérego teza, by¢é moze nieco zmodyfikowana, staje sie czyms
niemal oczywistym. Jest to, rzecz jasna, jedna z najbardziej uniwersalnych
metod w matematyce, ktéra na potrzeby tego artykutu nazwiemy roboczo
metodg zmiany kategorii. Zwiazki tej idei z teoria kategorii sa bardziej niz
oczywiste i zilustrujemy je pod koniec dwoma klasycznymi zastosowaniami:
w analizie funkcjonalnej i topologii.

Warto podkresli¢, ze pomimo swojej ogdlnoéci, mysl o zmianie kategorii
moze byé pomocna zaréwno w przypadku elementarnych zadan olimpij-
skich, jak i w pracach nad catkiem ,powazna” matematyka. Nasz pierwszy
przyktad sprawia wrazenie, jakby byt wrecz zaprojektowany specjalnie jako
ilustracja tej idei.

Zadanie 1 (M.E. Kuczma [3]). Ponizszy diagram przedstawia poczatkowe
wiersze nieskonczonej tabeli trdjkatnej. Skrajnymi elementami kolejnych
wierszy sa kolejne liczby naturalne. Obowiazuje ponadto reguta: jesli liczby
b, ¢ sa sasiednimi elementami dowolnego wiersza, nad nimi znajduje si¢
liczba a, za$ pod nimi liczba d, to a + d = b+ ¢ 4+ 2. Udowodnié¢, ze dla
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kazdej liczby catkowitej k > 2 istnieje nieskonczenie wiele liczb, z ktorych
kazda wystepuje w tej tabeli dokladnie k razy.

0
1 1
2 4 2
3 7 7 3
4 10 12 10 4

Pierwszym odruchem jest szukanie jawnych wzoréow wiazacych ktores
z elementow tej tabeli, co zreszta nie jest trudne, bo do$¢ szybko dostrzega-
my ciagi arytmetyczne lezace na liniach réwnoleglych do ramion tréjkata.
Odgadniecie stosownych wzorow jest prosta sprawa — jezeli tabele zapisze-
my w postaci nieskoniczonej macierzy

01 2 3
1 4 7 10
o _ |2 7 12 17
am,n m.n=0 — )
(@ )mn=0 3 10 17 24

to mamy am,, = 2mn + m + n dla m,n > 0. Nie zmienia to faktu, ze
teza zadania wydaje sie nie do konca kompatybilna z ta konkretna tabli-
ca i nie wida¢ bezposredniego powodu dla jej prawdziwosci. Czy istnieja
jednak podobne tablice, dla ktorych warunek z tezy staje si¢ naturalny?
Wyboréw jest sporo. W tym przypadku odpowiednim obiektem bedzie ta-
bliczka mnozenia przez liczby nieparzyste. Dla takiego obiektu teza jest
banalna, bowiem liczba wystapien danej liczby nieparzystej réwna jest po
prostu liczbie jej dzielnikéw dodatnich. Przyktadowo wiec, liczby postaci
pF~1, gdzie p jest liczba pierwsza, wystepuja tam doktadnie k razy.

Trzeba jeszcze wiedzieé, jakiego rodzaju morfizm bylby tu odpowiedni,
tj. jak dobra¢ odwzorowanie, za pomoca ktorego przejdziemy od macie-
12y (@m0 )y n—o do naszego nowego obiektu kontrolujac jednoczesnie teze.
Skoro mowa o liczno$ciach wystapien, odpowiednimi morfizmami beda tu
funkcje réznowartosciowe i nietrudno sprawdzi¢, ze w naszej sytuacji za-
dziata funkcja by, = 2am n + 1 (m,n > 0).
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Zauwazmy, ze w przedstawionym rozwigzaniu dokonaliémy wytacznie
zmiany obiektu. Teza pozostata bez zmian, a znaleziony morfizm zachowy-
wal jej prawdziwosé/falszywosé.

Szczegodlne przypadki metody zmiany kategorii spotykamy chyba w kaz-
dym dziale matematyki. Najprostsza zasada bijekcji, przy pomocy ktérej
sprowadzamy zliczanie obiektéw kombinatorycznych do zliczania innych,
jest jednym z takich przypadkéw. Choé sama w sobie banalna, pomyst
na jej uzycie prowadzi czesto do calkiem nietrywialnych wynikéw, jak np.
w przypadku wyprowadzenia jawnych wzoréw na liczby Catalana, czy tez
uzycia kodu Priifera do dowodu wzoru Cayleya na liczbe drzew. Korzysta-
my z tej metody, gdy wyprowadzamy skomplikowane tozsamosci podajac
stosowng ich interpretacje kombinatoryczna, a takze wtedy, gdy rozwiazu-
jac zadanie z teorii liczb, dowodzimy podzielnosci przedstawiajac stosowny
iloraz np. w postaci iloczynu wspélczynnikéw dwumianowych.

Jednym z najsilniejszych narzedzi w kombinatoryce ,olimpijskiej” jest
metoda funkcji tworzacych, ktérej poswiecono niezliczone opracowania. Przy-
toczymy tu przyklad ilustrujacy zastosowanie podobnej idei, tzw. metody
wielomianowej — kolejnego wcielenia metody zmiany kategorii. W tym przy-
padku stosowna zmiana obiektu w sposéb naturalny dyktuje réwniez prze-
formutowanie tezy, a ta automatycznie przybiera znacznie przyjemniejsza
postac.

Zadanie 2 (V. Kova¢ [2]). Niech k, m,n beda liczbami naturalnymi, przy
czym m < n. Zalézmy, ze Aj, ..., Ar sa m-elementowymi podzbiorami
zbioru S ={1,2,...,n} i ze dla kazdego ¢ = 1,2, ..., k istnieje rozbicie

S=8Dusu...usH (3.1)
zbioru S (na parami roztaczne podzbiory) o nastepujacych wlasnosciach:

(i) zbiér A; ma dokladnie jeden element wspélny z kazdym sposréd zbio-
row S (j=1,2,...,m);

(ii) kazdy ze zbiorow Aj, dla j # 4, jest roztaczny z choé jednym sposérod
zbioréw S](-Z) (j=1,2,...,m).

Udowodnié, ze k < ("71}).

Tutaj zmiana kategorii zasadza sie na pomysle stanowiagcym fundament
metody funkcji tworzacych — kodowaniu obiektéw kombinatorycznych przy
pomocy wielomianéw (badz szeregdéw potegowych). Nowym obiektem odpo-
wiadajacym kazdemu z podziatéw (3.1) bedzie wielomian n — 1 zmiennych



22 [MACIERZATORG2]

To,X3, ..., Ty, okreslony wzorem

m
Pi(man37~-~7xn):H m87

przy czym zalozyliémy, co mozemy uczyni¢ po ewentualnym przenumerowa-
niu, ze 1 € SY) dla kazdego i = 1,2, ...,k (a zatem zmienna x; nigdzie nie
wystepuje). Co mozemy powiedzieé o tych wielomianach w oparciu o wta-
snoéci naszych podzialéow? Z faktu, ze elementy kazdego z podzialéw sa
parami rozlaczne wynika dokladnie tyle, ze wszystkie jednomiany wcho-
dzace w sklad P; moga zawiera¢ kazda ze zmiennych x5 (s € S) najwyzej
w pierwszej potedze. Wszystkie P; sa tez jednorodne i maja stopien m — 1.
Rodzina takich wielomianéw tworzy zas przestrzen wektorowa nad ciatem
R, ktérej wymiar wynosi (ktéz by sie spodziewal...) dokladnie (”~}).

Teza zadania w sposéb zaskakujaco naturalny przeksztalcila sie wiec
w stwierdzenie, ze liczba okreslonych przez nas wielomianéw P; nie prze-
kracza wymiaru przestrzeni liniowej, do ktorej wszystkie z nich naleza. Wy-
starczy wiec wykazaé, ze wielomiany te sa liniowo niezalezne. Pozostawimy
te czes¢ czytelnikowi jako przyjemne ¢wiczenie; jasne, ze musza tu zainter-
weniowaé zalozenia (i) oraz (ii).

Metoda zmiany kategorii wystepuje czasem w uproszczonej formie — kie-
dy za sama tezg ukryty jest niejako nowy obiekt, explicite w tresci zadania
niewystepujacy. Powotanie takiego obiektu do zycia na ogél natychmiast
rozwiazuje sprawe, co jako$ tlumaczy fakt, ze zadania tego typu bywaja
dosé zlosliwe i stusznie sprawiaja wrazenie uktadanych pod jeden, konkret-
ny trik. Ponizsze dwa przyklady dobrze to ilustruja.

Zadanie 3 (17" V. Jarnik Ann. Math. Comp., Ostrawa 2006). Niech S be-
dzie zbiorem skonczonym zlozonym z n elementéw, a F rodzing podzbioréow
zbioru S spelniajaca warunek:

AcF, ACBCS = BeF.

Wykazaé, ze funkcja f: [0,1] — R okreSlona wzorem

fity =3 4l =g

AcF

jest funkcja (stabo) rosnaca, gdzie |A| oznacza liczbe elementéw zbioru A.
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Cale rozwiazanie sprowadza si¢ w istocie do jednej obserwacji: wyrazenie
definiujace wartosé¢ f(t) jest w naturalny sposéb miara pewnego zbioru,
naturalnie zwiazanego z rodzina F. Chwila refleksji przekonuje, ze zbiorem
tym jest podzbiér R™ okrelony jako My := J .z It 4, gdzie

n .
. a0 oo @ . 0,1) dlaj e A,
Ip 4 = ,l_lllt’A’ natomiast It)A = { 1] dlaj¢A.
=
Definicje te sa zupelnie naturalne w $wietle naszej obserwacji. Zauwazmy,
ze zbiory I; 4 (dla A € F) sa parami rozlaczne, a wigc miarg ich sumy
jest suma miar. Do wykazania pozostaje wiec, ze jezeli 0 < t < u < 1, to
M; C M, co pozostawiamy czytelnikowi jako proste ¢wiczenie.

Zadanie 4. Wykazaé, ze

w1
r 2 2
//\/(lJchosH) +1—6drd9f27r.

0 -1

To zadanie jest bardziej zlo$liwe niz poprzednie i mozna traktowac je
w formie zartu. Rozwiazanie brzmi: zauwazmy, ze calka po lewej stronie
rownosci przedstawia miare powierzchniowa wstegi Mobiusa powstalej ze
skrecenia i sklejenia prostokata o wymiarach 1 x 27. Musi by¢ zatem réwna
polu powierzchni tego prostokata, tj. 2m.

Méwiac bardziej precyzyjnie, wyrazenie po lewej stronie to dokladnie
to, co otrzymaliby$Smy stosujac znany z kursu analizy wzdér na miare po-
wierzchniowa Lebesgue’a (calka z pierwiastka kwadratowego wyznacznika
Grama det(DW(z)T D¥(x))), zastosowany do standardowej parametryzacji
W [0,27) x [—1,1] — R3 wstegi Mobiusa. Réwnosé tej calki i pola prosto-
kata wymaga pewnego uzasadnienia, ktére jest jednak prostym ¢wiczeniem
z definicji miary powierzchniowej. Intuicyjnie zas jest to calkowicie oczywi-
ste, bo przeciez naszego prostokata w zaden sposéb nie rozciagamy.

Skoro o intuicji mowa... Jak wiadomo, wstega Mdbiusa jest jednostron-
na, a zatem wydawac¢ by si¢ moglo, ze obydwie strony naszego prostokata
powinny w jaki$ sposéb partycypowaé w jej powierzchni. Czyz nie oznacza
to jednak, ze miara tej powierzchni wynosi raczej 4w, niz 27...7 Oczywiscie
nie — z tego samego powodu, dla ktérego nie twierdzimy, ze przy obliczaniu
pola prostokata nalezaloby uwzglednié obie strony (a przeciez powierzchnia
wstegi przybliza si¢ sumg powierzchni matych kawatkéw przypominajacych
zupelnie przyzwoite prostokaty). Zdarzylo mi sie zadaé to pytanie studen-
tom podczas éwiczen z analizy matematycznej. Okoto potowy respondentow
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przytomnie trzymalo sie poprawnej odpowiedzi, pozostali dali sie za$ na-
bra¢ na grubymi ni¢mi szyta prowokacje. Na szczescie miary powierzchni
wstegi Mobiusa nie musimy ustala¢ w demokratycznych wyborach.

Zilustrujemy teraz metode zmiany kategorii na przykladzie dwéch waz-
nych twierdzen. Pierwsze z nich jest jednym z podstawowych faktow teorii
C*-algebr, majacym istotne znaczenie w matematycznym sformutowaniu
mechaniki kwantowej, drugie — jednym z najstynniejszych twierdzen o punk-
cie stalym. Strategia dowodu w obydwu przypadkach bedzie juz miala zu-
pelnie $cisty zwiazek z teoria kategorii, ktérej podstawows terminologie
powinniémy tu zatem przypomniec.

Moéwiac o dowolnej kategorii C, mamy na mysli dwa jej skladniki: klase
ob(C) obiektéw tej kategorii oraz, dla dowolnej pary X,Y € ob(C), zbiér
more(X,Y) zwany zbiorem morfizméw z X do Y. Wymagamy przy tym,
aby dozwolone bylo rozsadne skladanie morfizméw, tzn. aby dowolnym
X,)Y,Z € ob(C), f € more(X,Y) i g € more(Y,Z) przyporzadkowany
byl morfizm go f € more(X, Z) w ten sposéb, ze zachodzi prawo lacznodci
fo(goh)=/(fog)oh, a takze, aby dla kazdego X € ob(C) identycznosé
idx nalezala do more(X, X). Do poréwnywania kategorii stuza funktory,
o ktérych mozna myéle¢ jak o morfizmach miedzy kategoriami. Formalnie
rzecz biorac, funktor kowariantny F: C — D dzialajacy miedzy kategoria-
mi C i D sklada si¢ z funkcji F': ob(C) — ob(D) oraz przypisanych kazdej
parze X,Y € ob(C) funkeji

Fx y: more(X,Y) — morp(F(X),F(Y)),
przy czym:

(i) Fx,z(go f) = Fy,z(g) o Fxy(f);
(i) Fy x(idx) = idpex)

dla wszelkich X, Y, Z € ob(C) oraz f € more(X,Y) ig € more(Y, Z). Przy-
miotnik ,kowariantny” odpowiada temu, ze funtory takie nie zmieniaja kie-
runku dziatania morfizmow, w odréznieniu od funktoréw, ktére nazywamy
kontrawariantnymi.

Przejdziemy teraz do pierwszego z zapowiedzianych twierdzen. Przypo-
mnijmy, ze C*-algebrg nazywamy zespolong algebre Banacha A wyposa-
zona w inwolucje A > z +— z* (tj. antyliniowe odwzorowanie spelniajace
(zy)* = y*z* i o™ = z dla z,y € A), dla ktérej spelniony jest warunek
|lz*z|| = ||z||*>. Element = € A nazywamy dodatnim, jezeli jest kwadratem
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pewnego elementu samosprzezonego, tzn. x = y2, przy czym y = y* (réw-
nowaznie: x jest postaci x = z*z dla pewnego z € A). Funkcjonal liniowy
f+ A — C nazywamy dodatnim, gdy f(z*z) > 0 dla kazdego z € A; jeze-
li za§ A ma jedynke 1, a funkcjonal f jest dodatni i spelnia f(1) = 1, to
nazywamy go stanem. Takie funkcjonaly pelnig kluczowa role w teorii repre-
zentacji C*-algebr, a w matematycznym formalizmie mechaniki kwantowej
odpowiadaja stanom ukladu kwantowego opisanego przez dang C*-algebre
(ktérej elementy samosprzezone odpowiadaja obserwablom).

Mozna, dla pewnego uproszczenia, pomysleé¢ o kanonicznym przykta-
dzie A = M,,(C), tj. gdy A jest algebra macierzy zespolonych okre$lonego
wymiaru; inwolucja to w tym przypadku sprzezenie hermitowskie, a dodat-
nioé¢ to nic innego, jak dodatnia okreslono$é¢ macierzy. Juz w tym przypad-
ku przytoczone twierdzenie (méwiace po prostu, ze stany maja norme 1)
okazuje si¢ catkiem nietrywialne.

Twierdzenie 1. Niech A bedzie C*-algebra z jedynka 1, a f: A — C
dodatnim funkcjonalem liniowym. Wéwezas || f|| = f(1).

Przy abstrakcyjnie postawionej definicji C*-algebry nie jest wcale oczy-
wiste, jak nalezaloby takiego twierdzenia dowodzié. Nalezy zaznaczy¢, ze
metoda zmiany kategorii w naszym pojeciu nie jest w zadnym razie tym,
czym rownie czesto wykorzystywana metoda redukcji, polegajaca na umie-
jetnym posklejaniu tezy z kilku jej szczegdlnych przypadkéw. Zdarza sie
jednak, ze obie te idee znakomicie si¢ uzupelniaja, i tak wlasnie jest w roz-
wazanym przypadku.

Najpierw redukcja. Kazdy funkcjonal liniowy f: A — C generuje forme
pottoraliniowa [-,-]¢: A x A — C wedlug wzoru [z,y]; = f(y*x). Jedli f
jest przy tym dodatni, to forma ta jest dodatnio okreSlona, co pozwala
wyprowadzi¢ dla niej nier6wnoéé¢ Cauchy’ego-Schwarza:

f o))? < fa*a) f(y*y)  (xz,y € A). (3.2)

Zauwazmy teraz, ze nieréwnos$¢ || f|| > f(1) jest oczywista (jedynka ma
norme 1), za$ (3.2) implikuje, ze

[f()P =1f1" ) < F(Q)f(z"2) (2 € A).

Zadana nieréwnoéé || f|| < f(1) uzyskamy wiec, jedli tylko wykazemy, ze
dla kazdego z € A spelniajacego ||z|| < 1 mamy f(z*z) < f(1), czyli
f(1 — z*z) > 0. Wystarczy zatem pokazaé, ze 1 — z*z jest elementem
dodatnim.
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Istotg przeprowadzonej redukcji jest to, ze zacie$niliSmy rozwazania do
pewnych specjalnych elementéw algebry A — tych mianowicie, ktore sg po-
staci z*z, a wszystkie tego typu elementy sa oczywidcie samosprzezone.
Podalgebra Ay = C*(z*z,1) (najmniejsza C*-podalgebra algebry A zawie-
rajaca z*z i 1), do ktérej sprowadzil si¢ nasz problem, jest wigc algebra
przemienng. Teraz czas na zmiane kategorii.

Fundamentalne twierdzenie Gelfanda-Najmarka glosi, ze kazda prze-
mienna C*-algebra z jedynka jest izometrycznie *-izomorficzna z algebra
C () zespolonych funkcji ciagltych okreslonych na pewnej zwartej przestrze-
ni Hausdorffa 2, zwanej widmem algebry. (W przypadku braku jedynki
Q jest tylko lokalnie zwarta, a zamiast C(€2) mamy algebre Cy(Q2) cia-
glych funkeji znikajacych w nieskonczonosci.) Kanoniczna odpowiednio$é
0« C(Q) jest funktorem kowariantnym miedzy kategoria zwartych prze-
strzeni Hausdorffa (gdzie morfizmy to odwzorowania ciagle) a kategoria
wszystkich przemiennych C*-algebr z jedynka (gdzie morfizmy to zacho-
wujace jedynke *-homomorfizmy). Wszystkich — bo kazda taka C*-algebre
mozemy utozsamié z pewng algebra postaci C(Q2). Szczegdly tego utozsa-
mienia, zwiazane z wlasnoéciami transformaty Gelfanda, nie sa tu dla nas
bardzo istotne, a zainteresowany czytelnik moze siggnaé np. po ksiazke [1].
Odnotujmy tylko, ze jesli ®(x) € C(Q) jest funkcja odpowiadajaca elemen-
towi z € A, to jej obraz jest dokladnie widmem =z, tj. zbiorem

o(x) = {M € C: pu+1 — z nie jest odwracalny},

ktéry to jest zawsze zawarty w kuli o érodku w zerze i promieniu ||z||.

Wréémy do naszego dowodu. Kazdy element algebry Ay moze byé utoz-
samiony z jakas funkcja ciagta. W szczegdlnosci elementowi z*z odpowiada
funkcja ®(z*z) o wartosciach rzeczywistych (bo z*z jest samosprzezony)
i na modul nieprzekraczajacych 1 (bo ||z*z]| < 1), a zatem — wartosciach
lezacych w przedziale [—1,1]. W takim razie funkcja ®(1 — 2*z) przyjmuje
warto$ci w przedziale [0, 2], a to oznacza, ze ma ona rzeczywisty pierwiastek
kwadratowy. Element 1 — 2*z ma wiec samosprzezony pierwiastek kwadra-
towy, tzn. jest elementem dodatnim, a to koniczy dowdéd. Widzimy wiec, ze
po odpowiedniej zmianie kategorii (i wczesniejszej redukcji) teza twierdze-
nia stata si¢ niemal oczywista.

Ostatni przyklad to rownowazna wersja stynnego twierdzenia Brouwera
o punkcie stalym, ktére mowi, ze dla kazdego n € N dowolna funkcja ciagta
odwzorowujaca kule jednostkowa D" = {& € R™: ||z| < 1} w siebie ma
punkt staly. Przypomnijmy klasyczne rozumowanie: gdyby f: D™ — D"
byta funkcja ciagla bez punktu statego, dla kazdego x € D™ mogliby$my
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jednoznacznie okresli¢ punkt r(x) € S"~! ;= {x € R": ||z| = 1} za pomo-
ca warunku:

r(x) = f(z) + Mz — f(z)) dla pewnej liczby A > 0.

Uzyskalibyémy w ten sposéb funkcje ciggla 7: D™ — S~ ! spelniajaca
f(x) = x dla kazdego & € S"~!; odwzorowania takie nazywamy retrakcja-
mi. Twierdzenie Brouwera czesto wiec formuluje sie nastepujaco:

Twierdzenie 2. Nie istnieje retrakcja kuli D™ na sfere S™~1.

Znanych jest wiele dowoddéw tego twierdzenia, ale nas interesuje ten,
ktéry najlepiej ilustruje metode zmiany kategorii. Polega on na zapisaniu
wlasnosci topologicznych danej przestrzeni (dysku, okregu itp.) w jezyku al-
gebraicznym, co odbywa sie dzieki zdefiniowaniu ciggu funktoréw, danych
przez tzw. grupy homologii, miedzy kategoria przestrzeni topologicznych
a kategorig grup abelowych. Ich rola to zakodowanie wlasnosci zwigzanych
ze spbjnoscia, czy tez liczba i rozmieszczeniem dziur w danej przestrzeni to-
pologicznej. Idea ta stanowi fundament poteznej galezi matematyki zwanej
topologia algebraiczna, a homologiczny dowdd twierdzenia Brouwera jest
sztandarowym przyktadem jej zastosowania.

Zatrzymajmy sie na przypadku n = 2. Przypusémy, ze mamy do dyspo-
zycji pewien kowariantny funktor 71 : 7 — G, z kategorii przestrzeni topo-
logicznych do kategorii grup, dla ktérego 1 (S') = Z oraz 7, (D?) = 0. Taka
sytuacja natychmiast rozwiazywalaby sprawe. Rzeczywiscie, jedli i: S1 —
D? jest identycznoéciowym wlozeniem, a r: D? — S! bylaby domniemana
retrakcja, to o4 byloby identycznoécig na S*, a z wlasnoéci funktorialnych
71 wynikaloby, Ze odpowiadajaca jej identycznoéé na Z = 71 (S?) jest zto-
zeniem pewnych dwoéch izomorfizméw Z — 0 — Z. Jest to niedorzecznosé,
jako ze kazde takie zlozenie musi by¢ zerowe. Jak jednak okresli¢ funktor
1 ?

Niech X bedzie przestrzenia topologiczna. W zbiorze wszystkich krzy-
wych (ciaglych obrazéw odcinka) lezacych w X wprowadzamy relacje ho-
motopijnej réwnowaznodci: méwimy, ze krzywe ¢g, ¢1: [a, 8] — X sa réw-
nowazne i piszemy @o ~ ©1, jezeli istnieje taka ciagla funkcja H: [o, ] x
[0,1] — X, ze H(t,0) = @o(t), H(t,1) = p1(t), a takze H(a, s) = po(a) =
v1(a) 1 H(B,s) = po(B) = ¢1(8) dla kazdego s € [0,1]. Innymi stowy,
wo ~ @1, jezeli jedna z tych krzywych da sie w sposéb ciggly zdeformowac
w druga bez poruszenia koncéw. W sposoéb naturalny okresla sie konkate-
nacje (zlepienie) pgx 1 dwéch krzywych, ktéra jest takze krzywa, oczywi-
$cie pod warunkiem, ze koniec pierwszej pokrywa sie z poczatkiem drugiej.
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Zmieniajac za$ kierunek przebiegu parametru danej krzywej ¢ otrzymu-
jemy nowa krzywa ¢~ !. Przy dowolnie ustalonym punkcie zo € X niech
Kz, bedzie zbiorem wszystkich krzywych zamknietych w X, ktérych punk-
tem poczatkowym i koficowym jest zo. Obydwie operacje x i (-)~! daja si¢
naturalnie przenies¢ na rodzine homotopijnych klas réwnowaznosci zbioru
Ko, 1, co wigcej, struktura (K, /o, *, (-)71) okazuje si¢ by¢ grupa. Nazywa-
my ja grupg podstawowq (lub grupg Poincarégo) przestrzeni X z punktem
bazowym ¢ 1 oznaczamy symbolem 71 (X, xg).

Aby moéwié o funktorze, nalezy jeszcze okresli¢ jak zachowuja sie odpo-
wiednie morfizmy. Definicja jest naturalna — jezeli f: X — Y jest funkcja
ciagta, a w9 ~ 1 sa krzywymi w X, to fowo ~ f o 1. Mozemy za-
tem w poprawny sposob zdefiniowaé fi([p]~) jako [f o ¢]~, co daje nam
homomorfizm grup f.: 71(X,z9) — 71 (Y, f(x0)). Mbwiac precyzyjnie, tak
okreslone 7 jest wowczas funktorem dzialajacym na kategorii przestrzeni
topologicznych z wyréznionym punktem, gdzie morfizmami sa odwzorowa-
nia ciggle przeprowadzajace punkty bazowe na siebie.

Koniecznos¢ wyboru punktéow bazowych w zastosowaniach nie stanowi
na ogbl problemu. Rozwazajac dane odwzorowanie ciagle f: X — Y za-
wsze mozemy przeciez wybra¢ dowolnie xy € X, natomiast w roli punktu
bazowego Y wziaé f(xg) 1 woéwezas f staje sie pelnoprawnym morfizmem.
Mozna tak zrobi¢ np. w przypadku retrakcji » w przedstawionym wyzej
dowodzie twierdzenia Brouwera dla n = 2. Ponadto okazuje sig, ze jezeli X
jest tukowo spéjna, a z,y € X, to grupy m (X, z) i 71 (X, y) sa izomorficzne
(chociaz na og6! nie istnieje zaden jeden, kanoniczny izomorfizm dzialajacy
dla wszystkich punktéw x,y € X). Z tego powodu czesto piszemy po prostu
m1(X) zamiast 71 (X, zg).

To, ze 71 (D?) = 0, jest w miare oczywiste — wszystkie krzywe zamknie-
te sa bowiem homotopijnie Sciagalne do punktu (jest to tez prawda dla
dowolnego zbioru wypuklego, a nawet ogélniej — gwiazdzistego). Rownosé
m1(S') = Z wymaga natomiast dowodu, ale jest intuicyjnie jasna. Dwie
krzywe zamkniete w S sg réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy tyle samo
razy okrazaja poczatek uktadu wspoéirzednych (liczac w ustalonym kierun-
ku), a wiec klasa abstrakeji, do ktérej dana krzywa nalezy, wyznaczona jest
przez liczbe okrazen, czyli element grupy Z. I tak metoda zmiany kategorii
pozwala udowodnié twierdzenie Brouwera na plaszczyznie.

Dla wigkszych wartosci n cale rozumowanie jest nieco bardziej skom-
plikowane i opiera sie na funktorach odpowiadajacych kolejnym grupy ho-
mologii H,(X) (n € N) danej przestrzeni topologicznej X. Dla n € N
i dowolnego podzbioru wypuklego (ogdlniej: gwiazdzistego) D przestrzeni
euklidesowej mamy H, (D) = 0; w szczegblnosci H,(D") = 0. Jezeli zas
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chodzi o sfere, to dla i,n € N mamy

ny | Z, jezelii=n
Hi(S )_{ 0, jezelii#n

(zainteresowany szczegdlami czytelnik moze siegnaé¢ np. po ksiazke [4]).
Postugujac si¢ funktorem homologii o odpowiednim numerze, mozna wiec
wykazaé twierdzenie Brouwera w dowolnym wymiarze — zupelnie tak, jak
zrobiliSmy to w przypadku plaszczyzny[f]

Przedstawiliémy kilka przykladéw ilustrujacych to, ze metoda zmiany
kategorii moze zaréwno by¢ pomocna przy rozwigzywaniu zadan olimpij-
skich, jak i nawet sta¢ sie asumptem do rozwoju osobnych galezi matema-
tyki. I to pomimo, a moze wtasnie z powodu, swojej ogdlnosci. Jezeli czegos
nas ta lekcja uczy, to chyba tego, by nie lekcewazy¢ prawd natury ogdlne;j.
Moga nas czasem zaprowadzi¢ do zaskakujaco konkretnych wnioskdw.
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*Grupa podstawowa, ktérej uzyliSmy wczesniej, zwigzana jest z pierwsza grupa ho-
mologii w ten sposéb, ze Hi(X) jest izomorficzna z grupa 71 (X) zilorazowang przez swéj
komutant [71(X), 71 (X)], czyli — z uprzemiennieniem grupy m1(X). Ladnym przyktadem
jest butelka Kleina K, dla ktérej mamy 71 (K) = (Z*Z)/{aba=1'b~1) (iloraz grupy wolnej
o generatorach a i b), natomiast H1(K) = Z X Zs.
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[Madre Ksiagzki|

JOANNA ZWIERZYNSKA

Czym zajmuje sie obecnie nauka? Kto wynalazl skaner, a kto odkryt
DNA? Jak to sie stalo, ze komus przyszto na my$l zaproponowanie akurat
takiego modelu atomu? Czy matematyka to — jak ma wrazenie zapewne
wigkszos¢ uczniow — wylacznie liczenie, a historia — uczelnie si¢ na pamieé
dat? Ciekawe mdwienie o nauce nie jest proste. Malo tez na nie miejsca pod-
czas szkolnych lekcji. Wigkszosé oséb konczy zatem edukacje szkolna, nie
wiedzac w zasadzie niemal nic o wspolczesnej nauce. Na szczescie od kilku
lat coraz modniejsza staje sie w Polsce popularyzacja nauki: w ksiegarniach
pojawity sie cale regaly barwnych, zachecajacych do wziecia w reke ksiazek
popularnonaukowych, adresowanych do oséb w kazdym wieku i o kazdym
poziomie wiedzy. Problem zatem w znacznej mierze rozwiazany — gdy tyl-
ko zechce dowiedzie¢ sie czegos o pierwszej wojnie punickiej, wystarczy,
ze wpisze odpowiednie hasto w wyszukiwarke i zaraz znajde odpowiednia
ksiazke... Czy jednak na pewno? Czytelnik, ktory dopiero chce sie czegos
dowiedzieé, to czytelnik w pewnym sensie bezbronny. Skad bowiem ma wie-
dzie¢, czy to, co napisano w losowo wzietej z potki publikacji, to prawda?
Ksiazka moze by¢ atrakcyjna, napisana swietnym jezykiem i pieknie wyda-
na, ale skad wiadomo, ze to, co w Srodku, jest merytorycznie poprawne?

Mozna sprawdzié¢, kim jest autor ksiazki — nazwisko wybitnego naukow-
ca powinno gwarantowaé¢ wysoks jako$¢ merytoryczna. W przypadku pu-
blikacji ttumaczonych dochodzi jednak kwestia przekladu, podczas ktorej
mozna niemal na kazdej stronie wprowadzi¢ blad merytoryczny, ktérego
w oryginale nie bylo (mam taka ksiazke w domu). Czy jednak kto$ niebe-
dacy wybitnym naukowcem nie moze napisa¢ dobrej ksiazki? Albo tez: czy
$wietny uczony musi mie¢ talent do przystepnego i ciekawego opowiada-
nia o tym, czym sie zajmuje? Wszak gdy siegamy po ksiazke, by czytaé ja
w wolnym czasie, oprocz dawki wiedzy oczekujemy tez przyjemnosci; atrak-
cyjnosé tresci to jedna z najwazniejszych cech dobrej popularyzacji nauki.
Rozwiazanie problemu wyboru dobrej ksiazki wymyélili dwaj przyjaciele,
Leszek Szumlas i Piotr Kolodziejczyk — archeolodzy, pasjonaci literatury
popularnonaukowej. Okoto péttora roku temu stworzyli niekomercyjny ser-
wis internetowy Madre Ksiazki (www.madreksiazki.org), a do wspdlpracy
zaprosili znajomych i nieznajomych, specjalizujacych si¢ w réznych dziedzi-
nach nauki.
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Co Madre Ksiazki méwia same o sobie? Zobaczmy: Ksiegarnie i biblio-
teki petne sq kolorowych ksigzek popularnonaukowych o chwytliwych tytu-
tach oraz entuzjastycznych recenzjach umieszczonych na obwolutach przez
specjalistow od marketingu. Niestety czesé z tych publikacji zawiera bledy
edytorskie, merytoryczne lub promuje pseudonaukowe teorie i mierzetelne
badania. W ggszczu tysiecy dostepnych ksigzek coraz trudniej znaleZé te,
ktore sq naprawde wartoSciowe!

Z tego powodu powstaly Madre Ksigzki — niekomercyjny serwis zaloZony
przez pasjonatow popularyzacji nauki. Wierzymy, Ze opracowywane przez
nas recenzje pomogq rozpoznaé pozycje popularnonaukowe, ktére warte sq
przeczytania. W Madrych Ksigzkach znajdziesz m.in. informacje o tresci
ksigzki, jej wartosci merytorycznej i dowiesz sie dla jakiej grupy wiekowej
jest przeznaczona.

Ocena ksigzek w naszym rankingu ma za zadanie pomdc rodzicom zain-
teresowaé dzieci wartosciowq lekturg, nauczycielom ulatwié prace i wskazaé
ciekawe materialy pomocnicze, a wszystkim zainteresowanym wzbogaceniem
wlasnej wiedzy daé okazje do poznania nowych lektur.

Polecajge Wam dang ksigzke, najwiekszg vwage zwracamy na jej po-
prawno$¢ merytoryczng, sposob prezentowania tematow oraz ukierunkowa-
nie dla konkretnej grupy wiekowej. Staramy sie wybieraé pozycje pod kaz-
dym wzgledem wartosciowe, a takzie wilasciwie dostosowane do moZliwosci,
potrzeb i zainteresowan roznych grup wiekowych. Ksiqzki oceniajq fachowcy
(naukowcy) oraz pasjonaci mogacy pochwalié si¢ rzetelnymi osiggnieciami
w danej dziedzinie.

Nowe recenzje dodawane sa niemal codziennie. Pisza je osoby moga-
ce pochwali¢ sie co najmniej magisterium z danej dziedziny, a nierzadko
doktoratem. Wszyscy angazuja si¢ w dzialalnod¢ portalu pro bono — ta
niezalezno$¢ przeklada sie miedzy innymi na réznorodno$é¢ wystawianych
ocen. Mamy wiec wreszcie serwis z recenzjami, a nie uprzejmymi, ale jed-
nak niezbyt przydatnymi laurkami. Co wiecej, kazda recenzja podpisana
jest imieniem i nazwiskiem jej autora, ktéry tym samym w pelni odpowia-
da za wystawiona ocene. Dla wygody recenzje podzielono na poszczegdlne
kategorie — tak tematyczne, jak wiekowe.

Madre Ksiazki to obecnie najwiekszy serwis internetowy dotyczacy lite-
ratury popularnonaukowej w Polsce. Zaangazowalam sie w niego niemal od
samego jego poczatku — i nie zaluje. Powstaje Swietna, coraz obszerniejsza
baza recenzji ksiazek popularnonaukowych. Kazdego wigc, komu przyjdzie
ochota poczytaé o Sparcie, naczelnych lub kolorach, zachecam do zajrzenia
na www.madreksiazki.org!


www.madreksiazki.org
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[Z listéw do Redakcji]

Dostalismy przemily e-mail od Michata Kremzera — tworcy wielu ciekawych
zadan dla uczniéw i pasjonatéw matematyki, autora wydanej niedawno
naktadem Wydawnictwa Nowik ksiazki Pamietniki matematyczne. Zadania
i ciekawostki dla ucznidw gimnazjéw i szkdél ponadgimnazjalnych (ISBN
83-62687-75-4). E-mail, a w nim: zadania! Jak ich Autor sam pisze:
Zadania sq nietypowe, nie bardzo trudne, dla studentow i licealistow. Za-
dania sqg mojego autorstwa, nie publikowalem ich nigdzie wczesniej. Ukla-
danie zadan i ciekawostek matematycznych jest mojg ogromnq pasjq.

Podzielajac pasje Michata Kremzera do popularyzowania matematyki,
z przyjemnoscig prezentujemy Panstwu pierwsza czesé przestanych zadan.
Kolejne zadania pojawia si¢ w nastepnym numerze [Macierzatora], wydawa-
nym na Swi(—;to Liczby Il i tym samym adresowanym szczegdlnie do uczniow.

Bardzo dziekujemy za ciekawe zadania, a Czytelnikow — zwlaszcza tych
nieco mlodszych — goraco zachecamy do zmierzenia si¢ z postawionymi pro-
blemami! Moze tez kto$ z nauczycieli matematyki wykorzysta je na kotku
matematycznym w szkole? Przedstawione pod zadaniami rozwiazania réw-
niez sa autorstwa Michala Kremzera.

Ciagi sum i iloczynow

Czy istnieja liczby catkowite a, b, ¢, d, e, f parami rézne i takie, ze ciagi
(a+b,c+d,e+ f) oraz (ab, cd, ef) sa rosnacymi ciagami arytmetycznymi?

Podzial prostokata

Prostokat o bokach dtugosci 9 i 10 podzielié¢ na trzy prostokaty podobne,
ale nie przystajace.

Staly NWD i stalta NWW

1) Czy istnieje taki nieskoniczony podzbiér zbioru liczb naturalnych zto-
zonych, ze NWD(a,b) jest taki sam dla kazdej pary réznych liczb a i b
z tego podzbioru?

2) Czy istnieje taki czteroelementowy podzbiér zbioru liczb naturalnych,
ze NWW (a,b) jest taka sama dla kazdej pary réznych liczb a i b z tego
podzbioru?

Rosnace ciggi geometryczne

1) Podaé przyklad pieciowyrazowego i rosnacego ciagu geometrycznego,
w ktérym wszystkie wyrazy sa kwadratami liczb naturalnych.

2) Podaé przyklad pieciowyrazowego i rosnacego ciagu geometrycznego,
w ktérym doktadnie trzy wyrazy sa kwadratami liczb naturalnych.
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3) Podaé przyklad czterowyrazowego i rosnacego ciagu geometrycznego,
w ktérym dokladnie trzy wyrazy naleza do przedziatu [0, 1].

4) Podaé przyklad nieskonczonego i rosnacego ciagu geometrycznego
o caltkowitych wyrazach, w ktéorym wszystkie wyrazy oprécz jednego sa
podzielne przez 5.

5) Podaé¢ przyklad nieskoficzonego i rosnacego ciagu geometrycznego,
w ktérym dokladnie dwa wyrazy sg liczbami catkowitymi.

6) Czy istnieje taka liczba dodatnia a, ze ciag (a,2a, 3a) jest rosnacym
ciggiem geometrycznym?

7) Czy istnieja takie liczby dodatnie a i b, ze ciag (a—b, ab, a) jest rosna-
cym ciagiem geometrycznym?
Rozwigzania:

CIAGI SUM I ILOCZYNOW: Tak, np.a=1,b=—10,c=4,d =5, e =2,
f=25.

Dodatkowe pytanie do Czytelnikow: Czy istniejg liczby naturalne dodat-
nie, parami rézne i spelniajgce warunki zadania?

PoDziAt, PROSTOKATA: Wierzcholki prostokgta o bokach 9 ¢ 10 znaj-
dujg sie w punktach: (0,0), (9,0), (9,10), (0,10). Wierzcholki pierwszego
prostokata z podzialu sq natomiast w punktach (0,8), (4,8), (4,10), (0,10),
drugiego w punktach (0,8), (4,8), (4,0), (0,0), a trzeciego w punktach (4,0),
(9,0), (9,10) 7 (4, 10).

STAry NWD 1 sSTAEA NWW:
1) Tak, np. zbidr pieciokrotnosci liczb pierwszych.
2) Tak, np. zbidér {6,10,15,30}.

Dodatkowe pytanie do Czytelnikow: Czy istnieje piecioelementowy zbior
spetniajgcy warunki podpunktu 27
ROSNACE CIAGI GEOMETRYCZNE:
1) (1,4,16,64,256).
2) (1,2,4,8,16).
3) (%.4.4.2)
4) Ciag geometryczny o pierwszym wyrazie réwnym 2 i ilorazie réwnym 5.
5) Ciag geometryczny o pierwszym wyrazie réwnym 3 i ilorazie réwnym %.
6) Nie. Wynika to z definicji ciagu geometrycznego.
)

7) Tak. Np. aff,bzi.
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[Wstep do fizyki laseréw]

BARTOSZ SZOSTAK

Nie jest tajemnica, ze zyjemy w erze fali elektromagnetycznych. Ludz-
koé¢ zaczeta je wykorzystywaé na szeroka skale juz na poczatku ubieglego
wieku, a nawet od potowy wieku XVIII, kiedy powstawaly takie urzadze-
nia jak radio, radar, x-ray oraz LASER (Light Amplification by Stimulated
Emission of Radiation).

To ostatnie urzadzenie ma wiele zastosowan we wspélczesnym Swiecie,
gdyz jest bardzo unikalnym Zrédlem promieniowania spdjnego i wysoce
ograniczajacego rozbiezno$¢ fali réznych dtugosci. W ostatnim czasie lasery
wykorzystuje si¢ do konstrukeji drukarek 3D, np. w takich technologiach
jak Shape Desposition Manufacturing (SDM), gdzie przy pomocy frezarki
(najczesciej piecioosiowej) tworzy sie rézne ksztalty z proszku metalowego.
Rozwéj druku 3D, zwlaszcza druku w metalu, sktonil mnie do zaintereso-
wania sie tym, w jaki sposéb dziala laser oraz w jaki sposéb mozna najlepiej
wykorzystaé jego wlasciwosci.

Historia wykorzystywania Swiatlta siega jeszcze starozytnej Grecji, a na-
wet — wczedniejszych czaséw, kiedy to ludzko$é zaczeta tworzyé podwaliny
nauki nazywanej obecnie optyka. Moment przelomowy dla technologii zwia-
zanej z laserami nastal jednak o wiele pdzniej, bo w roku 1917. Wtedy to
Albert Einstein opublikowal prace naukowa na temat spontanicznej oraz
wymuszonej emisji i absorpcji promieniowania elektromagnetycznego.

Absorpcja oraz emisja spontaniczna oraz wymuszona

WeZmy pod uwage dwa poziomy energetyczne (termy) w atomie lub
jonie, Wy i Wy, oraz elektron, ktéry znajduje sie na nizszym poziomie ener-
getycznym W;. Jeszcze przed Einsteinem wiadomo bylo, ze foton maja-
cy odpowiednia energie, réwna hv = W;—Ws (gdzie h réwne jest stalej
Plancka (ktéra Einstein wyprowadzil z teorii promieniowania ciata dosko-
nale czarnego), a v oznacza czestotliwo$é drgan w fali elektromagnetycznej)
moze wzbudzié¢ elektron tak, ze przejdzie on z nizszego poziomu na wyz-
szy i w druga strong; elektron przechodzacy z wyzszego poziomu na nizszy
emituje promieniowanie rowne hv. Réwnanie to opisuje tzw. prawo Boh-
ra, a zjawiska zwiazane z przechodzeniem elektronu nazywaja sie absorpcja
(gdy atom absorbuje foton) badZ emisja (gdy elektron, zmieniajac poziom
energetyczny, na ktérym sie znajduje, na nizszy, emituje foton) spontanicz-

na.
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Absarpcja Emisja

Einstein odkryt jeszcze jeden rodzaj emisji, tym razem wymuszonej.
Zastanawial sie nad tym, co sie stanie, gdy na juz pobudzony elektron
w atomie wyslemy kolejny foton. Zjawisko emisji wymuszonej polega na
jednoczesnej absorpcji energii fotonu i natychmiastowej emisji dwoch kolej-
nych, z ktorych jeden jest fotonem pierwotnie wysylanym na atom.

hy

Emisja wymuszona

W ten sposob z pobudzonego atomu mozna, kosztem energii wzbudzo-
nego atomu lub molekuly, uzyska¢ dwa kwanty promieniowania hv. Warto
zauwazy¢, ze wyemitowane fotony moga nastepnie wywolywaé kolejne emi-
sje wymuszone na atomach, na jakie trafia. Emisje wymuszona wykorzystuje
sie wlasnie do wywolywania akcji laserowe;.

Oczywiscie w rzeczywistosci wywolanie emisji wymuszonej w grupie
atoméw nie jest takie proste. CzeSciej wystepuja atomy majace elektrony
niepobudzone, na nizszych poziomach energetycznych. Prawo Boltzman-
na, podstawowe prawo termodynamiki, mowi, ze gdy grupa atoméw jest
w réwnowadze termalnej, to relatywna populacja dwoch pozioméw energe-
tycznych jest opisana wzorem:

M2~ exp(- 22
N, P kT

gdzie Ny i N7 oznaczajg populacje elektronéw na, odpowiednio, wyzszym
i nizszym poziomie energetycznym, 1" oznacza rownowage temperatury, a k
to stala Boltzmana.

Ani akcja laserowa, ani tez maserowa nie moze zostaé przeprowadzo-
na w takich warunkach. Do akcji tych wymagane jest zaistnienie rozktadu
antyboltzmannowskiego, czyli stanu, w ktérym — na pewien ograniczony
czas — wiecej elektronéw w atomach znajduje sie na wyzszych poziomach
energetycznych.
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Rozktad Boltzmannowski oraz antyboltzmannowski

liczba obiaktdw

Energia

N Poziomy energetyczne = Rozkiad Bolkzmannowski == Razkiad antyboltzmannowski

Laser rubinowy

Rozklad antyboltzmannowski mozna stosunkowo tatwo uzyskaé, wyko-
rzystujac sprzezenie zwrotne. Przedstawie to na przykladzie lasera rubi-
nowego, skonstruowanego w roku 1960 przez Theodore’a Maimana. Laser
rubinowy ma rdzen rubinowy, a otoczony jest wokolo lampa ksenonowa
pobudzajacg elektrony w rubinie, a dokladniej w jonach chromu Cr3+.
Wykorzystuje si¢ w nim model tréjpoziomowy, w ktéorym wystepuja trzy
poziomy energetyczne: ' Fy, ! Fy oraz 2E (metatrwaly). ,Metatrwaly” ozna-
cza, ze elektrony utrzymuja sie na nim stosunkowo dtugo.

Po obu stronach rubinu umieszczone sa zwierciadla (jedno catkowicie
odbijajace, a drugie polprzepuszczalne, aby wigzka $wiatla miata sie ktore-
dy wydostad); stanowia one komore rezonansowa. Po na$wietleniu rubinu
lampa ksenonowa wywoluja one fale stojaca fotonéw. Proces wywolywa-
nia tej fali nazywa sie ,,pompowaniem optycznym”, ktérego celem jest do-
prowadzenie do tego, aby powstal rozklad antyboltzmannowski i aby jak
najwieksza iloéé elektronéw znalazla sie na metatrwatym poziomie 2E.

W ten sposob elektrony gromadza si¢ na metatrwalym poziomie, a prze-
chodzac z niego na poziom podstawowy, wywoluja akcje laserowa, tzn. wy-
twarzaja spdjne, monochromatyczne $wiatto o czestotliwoéci A = 6943 A.
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W przeciwienstwie do dotychczasowych Zrédet $wiatta, takich jak ston-
ce czy lampa, laser wytwarza spojne swiatlo, ktore od niespdjnego rézni
sie tym, ze pozostaje ze soba w relacji przestrzennej oraz czasowej. Swiatlo
spéjne moze by¢ takze monochromatyczne. Oznacza to, ze wiazka $wiatta
lasera wypromieniowana zostaje w postaci linii 69434 o linii spektralnej
réwnej jedynie 0,02A4. W poréwnaniu z linia spektralna stonca (wynoszaca
od 4000 do SOOOA) jest to niestychanie mata wartosé, stwarzajaca olbrzy-
mie mozliwoéci m.in. w radiotechnice. Warto takze dodaé, ze lasery dzia-
taé moga ciagle, jak lasery gazowe, lub impulsowo. Laser rubinowy dziala
impulsowo, wypromieniowujac jednorazowo. Energia zawarta w rubinie na
skutek promieniowania wynosi zaledwie 10J, a wyladowana w ciagu pot
milisekundy daje moc

(10 J)
M = (0.0005 5) 20000 J/s.

Artykul ten nie jest nawet szczytem géry lodowej calosci wiedzy z za-
kresu fizyki laseréw; jest on jedynie szczytem wstepu. Przed kazdym chet-
nym rozcigga sie olbrzymie kroélestwo réznych rodzajow laseréw, takich jak
lasery gazowe, cieczowe, ekscymerowe, pélprzewodnikowe, olbrzymia ilog¢
dziedzin i zjawisk jak optyka nieliniowa, druga harmoniczna, wymuszone
rozpraszanie Ramana. Do zrozumienia tego wszystkiego polecam siggnaé
po ksiazki:

e Nowe oblicze optyki Arkadiusza Piekary;
o Wstep do fizyki laseréw Franciszka Kaczmarka;

e oraz wszystkie publikacje Anthony’ego Siegmana, zwlaszcza ksiazke
o tytule Lasers.
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[Matematyczny Swiety Graal Andrew Wilesa]

KAaMILA BRODA

Moje wilasne doswiadczenia z uprawiania matematyki mozna chyba naj-
lepiej oddac, porownujgc je do zwiedzania ciemnego gmaszyska. Wehodze do
pierwszego pokoju: jest ciemno, zupelnie ciemno. Drepcze w kétko © wpadam
na meble, dowiadujgc sie stopniowo, gdzie sq ustawione. Po jakichs szeSciu
miesigcach znajduje wylgeznik i naciskam go. Swiatlo zalewa nagle wszyst-
ko i wreszcie moge zobaczycé, gdzie jestem. A potem wchodze do nastepnego
ciemnego pokoju...

Tymi wlasnie stowami profesor Andrew Wiles opisal swoje siedmioletnie
poszukiwania dowodu twierdzenia, ze rownanie ™ +y"™ = 2" nie ma zadnych
rozwigzan catkowitych dodatnich, gdy n jest wieksze od 2, zwanego wielkim
twierdzeniem Fermata.

Fermat, cho¢ z zawodu prawnik, fascynowal sie dzielami matematycz-
nymi starozytnych Grekow. Sposréd lacinskich przekltadéw starozytnych
tekstow Fermat szczegdlnie upodobal sobie ksiazke pod tytutem Arithmeti-
ca autorstwa greckiego matematyka Diofantosa. Na wlasnym egzemplarzu
tego dziela, zaraz obok stwierdzenia o rozkladaniu kwadratu liczby na sume
dwodch kwadratéw, okoto roku 1637 Fermat umiescil krotka notatke:

Wiadomo, Ze nie mozna roztozyé szeScianu na dwa szeSciany ani bikwa-
dratu na dwa bikwadraty, ani Zadnej potegi, oprécz kwadratu, na dwie inne
potegi o tym samym wyktadniku. Odkrylem prawdziwie cudowny dowdd tego
faktu, jednakze ten margines jest zbyt wqski, by go zmie$cic.

Dtuga droga Wilesa

Lata zmagan, godziny samotnosci spedzone na wtasnym poddaszu przy-
niosty w koncu dlugo wyczekiwany efekt. Jednak wszyscy powinnismy wie-
dzie¢, ze dowod wielkiego twierdzenia Fermata to nie praca jednego mate-
matyka. Na réwni z Wilesem laury naleza sie takze Kenowi Ribetowi, Bar-
ry’emu Mazurowi, Goro Shimurze, Yutace Taniyamie, Gerhardowi Freyowi
i wielu, wielu innym, ktérzy przyczynili sie stworzenia do wyczekiwanego
okolo 350 lat dowodu.

W érode 23 czerwca 1993 roku na konferncji w Cambridge Wiles przed-
stawil efekty swojej dtugoletniej pracy, przez co wéréd matematykéw zapa-
nowal optymizm, a sam Wiles w ciagu jednej nocy trafil na pierwsze strony
gazet. Radosé trwala krétko. Po kilku tygodniach w rozumowaniu Wilesa
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wykryto luke. Naukowiec wrocit na swéj strych, pozostawiony sam na sam
ze swoim zadaniem.

Czas plynal. Dowodu nie bylo. Matematycy zaczeli zastanawiaé sie,
czy wielkie twierdzenie Fermata w ogole jest prawdziwe. Bo chociaz Wi-
les zdotal na chwile przekona¢ Swiat, to jego dowdd stal sie nie bardziej
rzeczywisty niz niemieszczacy sie na zbyt waskim marginesie ,prawdziwie
cudowny dowdd” Fermata.

W poniedziatkowy poranek 19 wrzesnia 1994 roku Wiles, siedzac przy
swoim biurku na Uniwersytecie w Princeton, postanowil, ze zanim porzuci
wszelkie nadzieje, zerknie ostatni raz na swéj dowdd. Studiowal rozlozone
na biurku papiery, koncentrujac sie bardzo mocno. I wtedy nagle zoba-
czyl jak na dloni, gdzie tkwil btad. Opisat to wydarzenie stowami: To byla
najwazniejsza chwila w catym moim zawodowym Zyciu. Nagle, zupetnie nie-
oczekiwanie, naszto mnie to niewiarygodne objawienie.

Wiles kilka godzin spacerowat po wydziale, co pewien czas wracajac do
biurka i sprawdzajac, czy jego znalezisko dalej jest na miejscu. Bylo. Wro-
cil wiec do domu, postanawiajac odpoczaé¢. Po roku pelnym nieudanych
prob batl sie, ze nastepnego dnia znajdzie w nowym rozumowaniu jakas lu-
ke. Rano wrécil do biurka, a jego klejnot po prostu czekal tam na niego.
Wiles przepisal na czysto nowy dowdd i w radosnym nastroju wystat do
innych matematykéw jednobrzmiace wiadomosci: Spodziewaj sie w nagjbliz-
szych dniach przesylki ekspresowej. W nastepnych tygodniach matematycy
sprawdzali wszystkie szczegoly. Nikt nie znalazt zadnego bledu. Recenzje
jego pracy zabraly kilka miesigcy, lecz tym razem nie znaleziono zadnych
usterek.

Czy Fermat rzeczywiscie znal dow6d?

Andrew Wiles opisuje sw6j dowdd jako ,,dwudziestowieczny”. Wykorzy-
stal osiagniecia wielu matematykow XX wieku oraz prace kilku zyjacych
znacznie wcze$niej. Mozemy powiedzieé¢, ze przeprowadzony przez Wilesa
dowdd wielkiego twierdzenia Fermata jest osiagnieciem sporej grupy mate-
matykow.

Wedlug Wilesa, Fermat nie mégl zna¢ dowodu, gdy umieszczal na mar-
ginesie swoja stawna notatke. Nie wiemy jednak tego na pewno. Potrafimy
tylko powiedzieé, ze twierdzenie zostalo w koncu udowodnione, a kazdy jego
szczegol zostal sprawdzony przez dziesiatki matematykow na calym swie-
cie. Mozliwe, ze Fermat znal mnéstwo faktéw nalezacych do ,wspdlczesnej”
matematyki. A to, czy rzeczywiscie odkryt ,prawdziwie cudowny dowdd”,
pozostanie na zawsze jego tajemnicay.
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[Swieto Liczby IT 2015]

W poniedziatek i wtorek, 14 i 15 marca 2016, na Wydziale Matematyki,
Fizyki i Chemii Uniwersytetu Slaskiego w Katowicach odbedzie sie juz dzie-
siate Swieto Liczby II. Data wybrana jest nieprzypadkowo — 14 marca to
w notacji amerykanskiej 3/14. Dla milo$nikéw matematyki, ale i dla tych,
ktorzy do matematyki dopiero chcieliby sie przekonaé, szykujemy wyktady,
warsztaty, konkursy.

Chetnych w kazdym wieku zachecamy do poshuchania czegos o matema-
tyce, zmierzenia sie z zagadkami i zabawkami logicznymi (kto nie chcialby
zlozy¢ tréjwymiarowych puzzli?), zajrzenia do Kawiarni Szkockiej, wypro-
bowania zasad rachunku prawdopodobienstwa w praktyce w kasynie, stwo-
rzenia pieknych figur z origami czy postuchania o fraktalach. Na chetnych
czekal tez beda warsztaty komputerowe, w tym szyfrowanie.

I jak co roku — serdecznie zachecamy studentéw do zaangazowania sig
w organizacje Swieta Liczby II. Masz nowy pomysl na ciekawe zajecia?
Podobaly Ci sie szczegélnie jakies warsztaty i cheial(a)by$ je poprowadzié?
A moze po prostu chetnie pomozesz, ale nie masz pomystu, w czym? Przyjdz
lub napisz do nas! Kazda osoba jest bardzo mile widziana. Czekamy na
Ciebie w pokoju KNM (524 w Instytucie Matematyki). Mozesz tez napisaé
do mnie e-mail: jj.zwierzynska@knm.katowice.pl.

Wiecej informacji pojawi si¢ w lutym na stronie www.swietopi.pl.
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