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Witamy w wiosennym numerze [MACIERZATORA]!

To juz ostatni numer [Macierzatora| przed wakacjami. Tym razem przeczy-
tamy o tym, jak Stefan Banach szukal zapalek i co ma z tym wspolnego
Ksiega Szkocka, dowiemy sie czego$ o jednym z wazniejszych narzedzi kom-
binatorycznych — zasadzie wlaczen i wylaczen, przypomnimy sobie co nieco
o bazie Hamela i wreszcie przekonamy sig, jak wykorzysta¢ matematyke
przy ocenianiu optacalnosci inwestycji.

A na okladce — oto co moze powstaé ciekawego z zabawy w rysowanie
wykreséw zwigzanych z rozwinieciem funkcji w szereg Taylora w Pythonie.
Kto spodziewal sie, ze styczne do sinusa mogg wygladaé tak elegancko?

Mitej lektury!

Redakcja
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[O tym, jak Banach szukal zapalek]

Okoto osiemdziesiat lat temu, we Lwowie, przy placu Akademickim 9, w Ka-
wiarni Szkockiej, niemalze na porzadku dziennym mialy miejsce spotkania
kwiatu polskich matematykow. Wérdd nich, miedzy innymi, Stefan Banach,
Stanistaw Mazur, Hugo Steinhaus, Stanistaw Ulam. Czasami widywano tam
takze matematykéw z Warszawy, Kazimierza Kuratowskiego, Alfreda Tar-
skiego czy Waclawa Sierpinskiego. Kawiarnie Szkocka odwiedzali réwniez
naukowcy z zagranicy. Podczas tych posiedzenn omawiano zaréwno powazne
tematy ze Swiata polityki, jak i plotkowano o tym, co sie dzieje w zyciu
akademickim. Wszystkie te dyskusje musialy jednak usunaé sie w cien, gdy
na ustach pojawiala sie matematyka.

W trakcie takich spotkan naukowcy mieli w zwyczaju zapisywaé otdw-
kiem problemy, pomysly, rachunki i wszystko, co bylo im potrzebne, na
blatach tamtejszych stoléw, co wiagzalo sie z kilkoma niedogodnosciami. Po
pierwsze, jak mozna sie domy$li¢, wtasciciel kawiarni nie byt na taki widok
wniebowzigty. Po drugie, bywalo, ze te zebrania trwaly do nocy albo nawet
i rana; uczestnicy miewali zrozumiate problemy z przypomnieniem sobie
wnioskéw, do jakich doszli poprzedniego dnia, a zapiskow na stole czasem
na prézno byto szukaé¢. W zwiazku z tym pewnego dnia, w 1935 roku, Lucja
Banach, zona Stefana, podarowata matematykom gruby zeszyt, w ktérym
mieli zapisywaé to, co do tej pory wyladowaloby na blacie stotu. Powstala
w ten sposéb ksiege nazwano Ksiega Szkocks. Zawierata ona 193 problemy,
niektére do dzi§ nie rozwiazane. Byly tam zagadnienia powazne i bardzo
trudne, ale takze wpisane dla zartu. Wsréd nich zadanie, ktorego autorem
byt Hugo Steinhaus, a inspiracja — zmagania Stefana Banacha ze znalezie-
niem zapalki w kieszeniach. Brzmi ono nastepujaco:

Pewien matematyk mial w plaszczu dwa pudetka zapatek, po N zapalek
w kazdym. Zapalki wybieral na chybil trafil. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze w chwili wypalenia wszystkich zapalek z jednego pudelka, w drugim zo-
stanie doktadnie k zapalek?

Sprébujmy to zadanie rozwiagzaé. Rozwazmy przestrzen probabilistyczng
(Q, A, P) gdzie Q := {(a1, ...,an) : a; € {1,2},i € {1, ..., M}, dla pewnego
M € {N,...,2N; w ciagach tych wyrazéw réwnych 2 jest doktadnie N lub
M — N. Ciagi nalezace do zbioru 2 bedziemy interpretowaé jako kolejnosé
wyciagania zapalek, gdzie 1 oznacza¢ bedzie zapalke z pierwszego pudelka,
a 2 — z drugiego; A := P(Q2). Wiemy, ze zapalki sa wybierane na chybil tra-
fil, czyli do momentu wypalenia wszystkich zapalek z ktoregos z pudelek
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prawdopodobienstwo wyciagniecia zapalki z pudetka 1 jest takie samo, jak
wyciagniecia zapalki z pudetka 2, czyli %

Przyjrzyjmy sie teraz zdarzeniom sprzyjajacym w naszym zagadnieniu.
Ciag (a1, ..., apr) bedzie zdarzeniem sprzyjajacym, jesli aps = 1 oraz a;, = 1
dla pewnych iy,...,ixy—1 € {1,....,M — 1} lub ap; = 2 oraz a;, = 2 dla
i1,y in—1 € {1,.... M —1}. Oznaczmy przez k liczbe zapalek pozostalych w
pudetku w chwili wypalenia ostatniej zapalki z drugiego pudetka. To znaczy,
ze zuzyliSmy juz M = 2N — k zapalek, w tym N z jednego z pudelek; tym
samym ciag wyciagania zapalek jest postaci:

(a1, anr—1,1

gdzie dla pewnych i1, ...,ix—1 € {1, ..., M —1} istnieja a;;, = ... = a;y_, =1
lub
(a17"'7aJVI—172)

gdzie dla pewnych i1, ...,in—1 € {1,..., M —1} istnieja a;, = ... = a;y_, = 2.
Prawdopodobienstwo kazdego takiego ciggu jest réwne (%)M; pozostaje
nam policzy¢ wszystkie takie ciagi. Kazdy z nich i tylko takie ciagi mozna
wybraé, wybierajac N — 1 elementéw ciggu, czyli wybierajac N — 1 sposrdd
M —1=2N —k—1 wyrazdéw. Dodatkowo, interesujacych nas ciagéw mamy

dwa rodzaje, oba powstaja w wspomniany sposéb. Tak wiec liczba takich
ciaggdw to:
2N —k—1 9
N -1

Stad szukane prawdopodobiefistwo jest rowne

2N —k—1\,(1 TR ON — k-1 (1Y

e -G
Warto zauwazy¢, ze powyzsze doS§wiadczenia polegajace na wycigganiu za-
palki na chybit trafil nie sa niezalezne. Zaleza od siebie cho¢by w ten spo-
soOb, ze po wyciagnigciu N zapalek z jednego pudetka mozemy wyciagnaé
juz tylko zapalki z drugiego. Dzigki tej obserwacji wiemy, ze nie mozemy
skorzystaé tutaj ze schematu Bernoulliego, mimo ze wynik moze to sugero-
wad.
Jedyne co nam pozostaje, to zaznaczy¢, ze potrafimy juz rozwiazaé jeden
ze 193 probleméw z Ksiegi Szkockiej — powodzenia z pozostatymi!

Wojciech Bury
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[Zasada wlaczen i wylaczen]

Dzisiejszym poruszanym tematem bedzie zasada wilgczen i wylgczen,
ktora jest jednym z wazniejszych narzedzi kombinatorycznych. Nasza we-
drowke przez rézne odslony tej regulty zaczniemy od problemy bardzo pro-
stego, zeby nie powiedzie¢ — banalnego.

Niech dane beda dwa zbiory skonczone A, B. Chcemy policzyé, ile ele-
mentéw posiada suma AU B, znajac moc zbioru (czyli liczbe elementéw) A
oraz B, ktére oznaczymy odpowiednio |A| oraz | B|. Wowczas, jezeli zbiory
A oraz B sg rozlaczne, tj. nie posiadaja elementéw wspoélnych, wystarczy
zsumowac obie wielkosci, by uzyskaé¢ szukana moc zbioru |A U B|:

|[AUB|=|A|+|B|, AnB=14. (0.1)

To byto naprawde proste. Co jezeli zbiory nie sa roztaczne? Popatrzmy
na sytuacje ponizej i pomyslmy chwile.

By zliczy¢, ile elementéw jest w sumie, wystarczy zsumowaé moc zbio-
ru A oraz moc zbioru B, a nastepnie, by nie zlicza¢ pewnych elementow
dwukrotnie, odja¢ czeé¢ wspdlna. Tym samym otrzymujemy rownosc:

|AUB| =|A|+|B|—|ANB|.

Banalne, prawda? Otrzymana zalezno$¢ ma sens nawet w przypadku zbio-
réw nieskoniczonych, o ile tylko |A N B| jest skoniczone (w takim przypadku
suma zbioréw bedzie nieskonczona). Oczywiscie, jezeli zbiory sa rozlacz-
ne, tj. |AN B| = 0, wzor okazuje si¢ szczegblnym, by¢ moze ,malo
ciekawym” przypadkiem.

W przypadku trzech zbioréw sprawa si¢ nieco komplikuje, ale, z pomoca
diagramu Vienne’a, jesteSmy w stanie zaradzi¢ i w takiej sytuacji.
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\\/

Jezeli postapimy podobnie jak dla dwoch zbioréw i skrupulatnie uwzgled-
nimy krotno$¢ zliczanych podzbioréw, powinnismy uzyskaé nastepujaca for-
mute:

[AUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANnB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC|

Pewna regula powinna by¢ juz zauwazalna. Sprébujemy ja zapisaé w po-
staci zwartej dla wigkszej liczby zbioréw. Tym razem, zamiast uzywacé nie-
wygodnych liter na oznaczenie nastepnych zbioréw, po prostu ponumeruje-
my je kolejnymi liczbami naturalnymi: od A; az do A, gdzie n jest pewna
dodatnia liczbg catkowita.

Twierdzenie 1 (Zasada wlaczen i wylaczen dla zbioréw). Niech Ay, ..., A,
bedg pewnymi podzbiorami skonczonymi X. Wéwczas zachodzi réwnosé

[ATU...UA, | =|Ai|+...+|An]| — A1 N A — ...+
A N A+ (CD)THAIN L N A,
lub, inaczej zapisana:

n k
Y Y N4

k=1 1< <...<ip<n |j=1

By okresli¢ liczebno$é sumy zbioréw, wystarczy doda¢ moce wszystkich
zbioréw z osobna, odliczy¢ czeéci wspdlne wszystkich par, po czym dodaé
moce zbioréow iloczynu wszystkich ,tréjek”, a nastepnie kontynuowaé po-
stepowanie az do wlaczenia badz wylaczenia przekroju wszystkich zbioréw.
Stad pochodzi nazwa zasady — w niej jest tez zawarta cala idea zliczania.
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Jestedmy réwniez w stanie wyznaczy¢ moc przekroju zbioréw. W tym
celu wystaczy sprytnie wykorzysta¢ prawo de Morgana:

ﬁAk LnJ X\Ak
k=1 k=1

Jedli dobrze pamigtasz, Czytelniku, powyzsze prawa przenoszg si¢ na ra-
chunek prawdopodobiefistwa, tj. jezeli za P oznaczymy pewna miare praw-
dopodobienstwa podzbioréw (] to dla dwéch zbioréw A, B C Q zachodzi:

P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(AnB),
a takze, ogdlniej:

k

(UA,J—i-)“ > P4 ] (02

1 1< <. <ip<n j=1

Oczywiscie, nasza miara nie musi by¢ miara prawdopodobienstwa, tj.
spelniajaca réwnosé P(2) = 1. Regula wlaczen-wylaczen zachodzi réwniez
dla dowolnej funkcji addytywnej zbioru A okreélonej na pewnej algebrze 91
podzbioréw X: funkcji A: 91 — [0, +00] spelniajacej A(AUB) = A(A)+A(B)
dla dowolnych roztacznych podzbiorow X. Wzor jest catkowicie analogiczny

do :

QIO S Rl (s

1 1<i1<...<ip<n

Roéwnos$é ma sens, gdy wartosci A(Ay) sa skoficzone (w przeciwnym razie
mozemy mieé¢ problem z wyrazeniami typu co — 00). Zauwazmy réwniez, ze
funkcja okreslajaca moc zbioru, miara liczgca | - |, jest funkcja addytywna
— uogdlnilismy wiec zasade wlaczen i wylgczen dla zbiorow i przeszliémy na
ogolniejszy byt matematyczny: funkcje addytywne (w szczegdlnosei: miary).
Nasza regute mozemy przedstawié¢ w znacznie ogdlniejszym, abstrakcyjnym
wymiarze.

Twierdzenie 2 (Ogdélna zasada wlaczen i wylaczen). Niech (L, A, V) be-
dzie kratg rozdzielna, natomiast G — grupa abelowa. Niech ponadto ¢: L —

*Oczywiscie do tego jest potrzebne odpowidnie o-ciato zbioréw.
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G bedzie funkcja spelniajaca p(a A b)p(a V b) = p(a)p(b) dla wszystkich
a,b € L. Wéwczas dla dowolnych aq, ..., a, € L zachodzi:

(~)*

cp(al\/...\/an):H H w(ay, N...Najg) . (0.3)
k=1

1<i1<i2<... <1 <N

Przypomnijmy, kratg nazywamy dowolny zbiér czedciowo uporzadkowa-
ny, w ktérym kazdy zbiér dwuelementowy ma swoéj kres gérny oraz kres
dolny. Krata L jest rozdzielna, jezeli dla wszystkich elementéow z,y,z € L
zachodzi prawo rozdzielnosci:

(xAy)Vz=(xV2)A(yVz), (@VyArz=(@Az)V(yAz).

W zapisie twierdzenia zostal wykorzystana standardowa notacja mul-
typlikatywna dla grup, aczkolwiek w wiekszosci zastosowan grupa G jest
po prostu zbiér liczb rzeczywistych z dodawaniem. Zdarza sie jednak, ze
zasada wlaczen i wylaczen sprawdza sie w przypadku, gdy dziatlaniem gru-
powym jest operacja mnozenia: czego przyktadem jest ponizsze twierdzenie
z zakresu teorii liczb:

Twierdzenie 3. Dla dowolnej liczby naturalnej n oraz liczb naturalnych

ai,as, ..., a, prawdziwa jest rownosé
(_l)kfl
n
NWW(ay,az,...,an) = | 11 NWD(a;,,...,a;,)
k=1 1<i1<i2<...<ip <N

lub, inaczej zapisana:

(a1)(ag) - ...  (an)

ai, Clg)((h, a3) . (an—h an)

[al,ag,...,an]z( ~...-(a1,a2,...,an)( ,

gdzie NWD(ay,...,a,) = (a1, ..., a,) oznacza najwiekszy wspolny dzielnik
liczb aq,...,a,, natomiast NWW (ay,...,a,) = [a1,...,a,] — najwigksza
wsp6lna wielokrotnosé.
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Twierdzenie to wyplywa z ogélnej zasady wlaczen i wylaczen: w tym
szczegblnym przypadku krate L stanowi zbiér liczb naturalnych z czescio-
wym porzadkiem podzielnosci alb (a dzieli b): kresem gérnym dowolnych
dwoch liczb naturalnych jest ich najwieksza wspélna wielokrotno$é, nato-
miast kresem dolnym — najwigkszy wspélny dzielnik. Grupa G jest zbior
dodatnich liczb wymiernych z mnozeniem Q4. Mozemy nietrudno spraw-
dzi¢, ze warunek NWD(a, b)) NWW (a,b) = ab jest w istocie spelniony dla
a,b € N (funkcja ¢ jest funkcja N — Q4 zadana wzorem ¢(n) = n).

Jednym z nietrywialnych zastosowan reguly wlaczen i wylaczen jest
wzor Mobiusa.

Twierdzenie 4 (Wzér Mobiusa). Niech f: N — G bedzie dowolng funkcja
ze zbioru liczb naturalnych w grupe abelowg[] Okreslmy g: N — G wzorem:

n) =Y f(d)
d|n

gdzie powyzsza suma przebiega po wszystkich dzielnikach n. Wéowczas za-
chodzi réwnoéc:

Z,u g(n/d),
d|n

gdzie pu: N — {—1,0,1} jest funkcjg Mdébiusa zdefiniowana jako:

1 n=1
win) =<0, gdy liczba n jest podzielna przez kwadrat liczby pierwszej,
(—1)%, gdy liczba n jest iloczynem k réznych liczb pierwszych.

By zaobserwowaé zwiagzek miedzy powyzszym twierdzeniem, a reguta
wlaczen-wylaczen, przyjmijmy za L zbiér wszystkich podzbioréw liczb na-
turalnych z czesciowym porzadkiem zawierania C. OkreSlmy ¢: L — G

wzorem:
(5) =" f(d)
des
Niech p1,...,pr beda réznymi liczbami pierwszymi dzielacymi n oraz
niech

S; ={d e N:d|(n/p;)}

*Jest to tak zwana funkcja arytmetyczna.
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Z ogdlnej zasady wlaczen i wylaczen uzyskujemy[] iz:

k

g(n)—f(n) = (S1U...US) = > (-1) > ¢ (Siyn...NS;,).

j=1 1<i1 <iz<...<i;<k
Gdy powrdécimy do definicji funkcji oraz zbioréw S;, uzyskamy:

g(n) = f(n) = Y (~D)g(n/d)u(d),

1<d|n

co przegrupowaniu wyrazéw daje nam zadany wzér Mobiusa. Warto sie
przekonaé, ze powyzszy wzér obejmuje dosy¢ znang funkcje arytmetyczna
— funkcje ¢ Eulera (tocjent):

o) =n(1-L)(1-24)...(1-%),

gdzie p1,...,pr sa wszystkimi czynnikami pierwszymi liczby n.

Zasada wlaczen i wylaczen przejawia sie takze w kontekstach, w ktérych
na og6l nie myslimy o niej jawnie. Niech U,V C X beda podprzestrzenia-
mi wektorowymi przestrzeni liniowej X. Jak wiemy z algebry liniowej, tak
zwana suma algebraiczna

U+V={u+v:iueclUveV}

rowniez stanowi podprzestrzen liniowa X, podobnie jak przeciecie podprze-
strzeni U N V. Jest jasne, iz zachodzi wzér opisujacy zalezno$é miedzy wy-
miarami U, V, U+ V oraz UNV:

dim(U 4+ V) =dimU 4+ dimV —dim(U NV),

o ile wymiar U NV jest skonczony. W szczegdlnosci, gdy U NV = {0}
(gdzie 0 jest wektorem zerowym X), wymiar sumy algebraicznej jest suma
wymiarow, co odpowiada sytuacji, gdy U + V jest sumgq prostg U @& V.
Rezultat ten oczywiscie rozszerza si¢ na wieksza liczbe podprzestrzeni.

Teraz, gdy nabyliSmy juz pewnych intuicji dotyczacych zasady wlaczen
i wylaczen, na zakonczenie mozemy ja udowodnié¢ — zadanie to okaze sie
znacznie prostsze niz mozna z poczatku przypuszczaé. Uczynimy to induk-
cyjnie.

*Sprawdzenie zalozen ogdlnej zasady wlaczen i wytaczen pozostawiam Czytelnikowi.
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Dowdd. Niech L, G, ¢ beda jak w zalozeniach zasady wlaczen i wylaczen.
Dowdd przeprowadzmy indukcyjnie po n. W przypadku n = 1 tozsamos¢
jest trywialna, w przypadku n = 2 réwnoéé sprowadza sie do zalozenia
(a1 V ag)p(ar Aaz) = p(a1)e(az). Ustalmy zatem n > 1 oraz zalézmy, ze
teza zachodzi dla wszystkich k < n. Wéwczas, dla uktadu aq,...,a, € L,
uzyskujemy na mocy zalozenia funkcyjnego ¢:

olar V... Vap) =o((a1V...Van_1)Nay) to(ar V... Van_1)p(ay).

Nastepnie, wykorzystujac rozdzielno$é kraty L, mozemy rozbi¢ wyraze-
nie wewnetrzne:

= ANap) V.. V(a1 ANap)) to(ar V..V oan_1)e(an).

Pozostaje wykorzystaé zalozenie indukcyjne:

1 (=D

.= H H wlay, N...ANaj, Aay)

k=1 |1<i1<i2<...<ip<n—1 ]

(0.4)
n—1 (_1)k71

. H H wla;, N...Najiy) o(an). (0.5)
k=1

1< <ie<. .. <ip<n—1

Zauwazmy, ze caly iloczyn da sie scali¢ do jednego, konicowego:
(=nFt

ga(al\/...\/an):H H e (ai, Ao Naiy) )

k=1 | 1<i1<i2<...<1p, <N

jako ze pierwszy czynnik zawiera wszystkie wyrazenia zawierajace a,, (poza
samym ¢(a,,)), natomiast drugi — wszystkie wyrazenia bez a,,. Na mocy
zasady indukcji twierdzenie pozostaje udowodnione dla wszystkich n € N.

O

Mateusz Szymanski
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[O bazie Hamela]

Omawiajac na algebrze liniowej pojecie przestrzeni liniowej, spotkaliscie
sie zapewne z fundamentalnym pojeciem, jakim jest pojecie bazy tej prze-
strzeni. Przytoczmy jej definicje: to podzbiér przestrzeni liniowej V', ktéry
jest liniowo niezalezny i generuje przestrzen V. Za jego pomoca kazdy wek-
tor a € V mozna w jednoznaczny sposob przedstawi¢ jako kombinacje
liniowa wektoréw bazowych.

Zaktadajac pewnik wyboru, za pomoca lematu Kuratowskiego—Zorna
dowodzi sie, ze dla kazdej przestrzeni liniowej istnieje jej baza. Dzigki te-
mu wiemy, ze istnieje baza przestrzeni liczb rzeczywistych jako przestrzen
liniowa nad cialem liczb wymiernych. Baze te nazywamy bazg Hamela.

W niniejszym artykule odpowiemy na nastepujace pytanie: Czy istnieje
baza Hamela H, ktéra jest domknieta na iloczyny? Okazuje sie, ze odpo-
wiedz zaréwno na zadane pytanie, jak i analogiczne w przypadku ogdlniej-
szym, tzn. gdy rozpatrujemy baze Hamela dla dowolnego ciala F' nad jego
wlasciwym podciatem P, jest negatywna.

Najpierw zajmiemy si¢ dowodem tego faktu w przypadku standardo-
wym, gdy baze¢ Hamela rozpatrujemy jako baze przestrzeni liniowej R nad
cialem Q. Bedzie on przeprowadzany metoda nie wprost.

Zalézmy, ze istnieje taka baza Hamela H, ze
hihg € H dla kazdych hq,ho € H.
Niech f: R — R bedzie taka funkcja addytywna, ze
f(h) =1 dla kazdego h € H.

Dzigki jej wlasno$ciom uzyskamy sprzecznosc z przyjetym zalozeniem. Z de-
finicji bazy Hamela wiemy, ze kazda liczbe x € R mozemy w jednoznaczny
sposéb przedstawi¢ jako kombinacje liniowa elementéw bazowych. Niech
z,y € H. Wéwcezas

T =a121 +asxs + ...+ apxy,

y="biyr +bay2 + ... + bnYm,
gdzie ay,...,an, b1,...,bn € Q oraz x1,...,Tn, Y1,.--,Ym € H. Stad,
rozpisujac skrupulatnie iloczyn sum, otrzymujemy:
Ty =a1biziyr + arbexry2 + ... + arbpT1Ym + a201T2y1 + a2baxayz+
4+ ..o+ abpToym + ..+ anbi1xayr + anboxnys + . F AT Ym.
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Korzystajac z ponizszej wlasnosci funkeji addytywnej
flax) =af(x), dlaaeQ, z€R
oraz naszego zalozenia, otrzymujemy, ze
flazy) = a1by +agbs + ... + apby, dlai=1,2,....n, j=1,2,...,m.
7 drugiej strony mamy
f@)f(y) = (a1 +az+...+an)(by + b2+ ...+ bp).

To implikuje, ze nasza funkcja addytywna f spelnia réwniez nastepujace
rownanie

flzy) = f(2)f(y), =,y € R.
Okazuje sig, ze jedynymi funkcjami addytywno-multiplikatywnymi spelnia-
jacymi powyzsza réwnosé sa funkejd f = 0 oraz f = . A to jest sprzeczne
z zalozeniem, ze

f(h) =1 dla kazdego h € H.

Zatem nie istnieje baza Hamela R nad cialem Q, ktora jest zamknieta na
branie iloczynéw.Od

Przejdziemy teraz do dowodu ogélniejszego przypadku, w ktérym baze
Hamela okreélamy dla dowolnego ciata F' nad jego wlasciwym podciatem
P. W dowodzie tym bedziemy korzystali z kilku faktéw, ktére sa prawdziwe
pod zalozeniem istnienia bazy Hamela zamknietej na branie iloczynéw. Le-
maty te charakteryzuja elementy takowej bazy. Ich dowody mozecie znalezé
w [2].

Lemat 1. Niech h;,k; € H,h; # h; dlai # j oraz p;,7; € P beda takie,

ze
m

> pihi =) _rikj,
i=1 j=1
gdzie n,m € N, ,p; #0dlai € {1,...,n}. Wéwczas dla kazdego h; € H,
ie{1,2,...n}
h; :kj dla 5 € {172,m}
Lemat 2. Jezeli h € H oraz k € H, wowczas

h
— € H.
kE

*Dowdd tego faktu znajdziecie w [2].
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Whiosek. Podstawiajac k = h w lemacie 2, mamy
le H.

Lemat 3. Niech h € H. Jezeli istnieje takie n € Z ze h"™ =1, to woéwczas
h=1.

Lemat 4. Niech h,k € H i n # 0. Jezeli
h" = k",
to

h=k.

Przejdzmy teraz do naszego dowodu. Wykazemy, Ze nie istnieje baza Hame-
la okreslona dla dowolnego ciala F' nad jego wlasciwym podciatlem P, ktora
jest zamknieta na branie iloczynéw. Dowdd ten bedzie przeprowadzony za
pomocy indukcji oraz nie wprost.

Zalbézmy, ze istnieje taka baza Hamela H, ze
hihs € H dla kaZdych hl, he € H.

Niech ky, ko € H, ki # ko. Zauwazmy, ze ki + ko # 0. Zapiszmy element

1
k1 + ko

jako kombinacje liniowg wektorow bazowych

1
k1 + ko

= pihi, gdzie p; € P, h; € H.
=1

Wowczas

1= "pihiks + Y pihika = pihi+ Y pih;, (0.6)
i=1 i=1 i=1 i=1

gdzie h; = kyh; € H, h; = koh; € H.

Z lematu 1 wiemy, ze h;, = 1 lub A = 1 dla pewnego ¢ € {1,2,...n}. Bez
straty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze h'1 =1.

Niech n = 1. Wéwczas réwnanie przyjmuje nastepujaca postac:

1= hypi + pih; .
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Poniewaz h; #+ h/l,, z jednej strony wspoétczynnik stojacy zaréwno przy wy-
razie hll oraz hll' — p1 jest réwny 1, za$ z drugiej strony p; = 0. To prowadzi
w oczywisty sposéb do sprzecznosdci. Zanim przejdziemy do sprawdzenia
réwnania dla n = 2, zapiszemy je w nastepujacej postaci:

(1 —pl)h; + Z —pih; = ijh;. (07)
i—2 =1

Zauwazmy, ze z lematu 1 wynika, ze kazdy wektor h; jest réwny doktadnie
jednemu wektorowi h;.,. (Zwréémy uwage, ze wspélezynnik 1 — p; nie jest
réwny zeru. gdyby tak nie bylo, to z zasady szuﬂa/dkowej dwém réznym
elementom h,; zostalby przyporzadkowany element h;, co wéwczas oznacza-
toby rownos$é z kazdym innym elementem h;, a to jest niemozliwe).
Poltézmy wiec ) ,

h; = h; dla kazdego i € {1,2,...n}.

Podstawiajac do postaci na wektory h; oraz h;-, mamy

kih; = koh,.
Stad
ki hy
b (0.8)

Teraz wezmy w réwnaniu (0.7) n = 2. Jest niemozliwe, aby zachodzilo
’7 "
hl = h17

poniewaz wtedy k1 = ko 1 otrzymujemy sprzecznos¢ z zalozeniem, ze ki #
ko. Wezmy wiec hy = h; dla j > 1. Niech hy; = hy. Dla j = 1 zal6zmy, ze

h; = hlll Wtedy, korzystajac z , mamy

kv he . ki My
== ===
ka ka  ho

ki\* _hahy
ko _hlhg_ ’

(k1) = (k2)*.

Ale wowczas k1 = ko, co daje ponownie sprzecznos¢ z wyborem ki i ko.

Stad

wiec
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Pokazuje to, ze dla n = 1,2 nie mozemy zapisaé elementu

1

eH
k1 + ko

jako kombinacji liniowej wektoréw z bazy Hamela H. Niech N € N. Poka-
zemy, ze dla n > N réwniez nie jest to mozliwe. Zalézmy, ze

hy=hy, hg =hg,..., hy = hy.
Mozemy tak zrobié¢ na mocy lematu 1 (w ten sam sposéb postepowalismy
w przypadku gdy n = 1,2).

Teraz, zakladajac mozliwo$¢, ze
hN+1 = hy,
oraz wykorzystujac réwnanie , otrzymujemy nastepujace rownosci:

ﬁ:@:@: :hN+1: hl
k‘g h1 h2 hN hN+1.

()= () () () ()

N+1 _ 1 .N+1
kl _k2 ’

Stad

wiec k1 = ko, co daje sprzeczno$¢ z wyborem elementow ki i ko. To poka-
zuje, ze ) .

hyi # by, dlai < N+1,
wiec ) B

hyyi=h;, dlai>N+1.

Jezeli bowiem
1=N+1,

to wtedy ponownie otrzymujemy, ze k1 = ko. To oznacza, ze dlan > N + 1
nie jest mozliwe zapisanie elementu

1

cH
k1 + ko
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jako kombinacji linowej wektoréw z bazy H. A wiec indukcyjnie takze dla
kazdego n € N.

W ten sposéb udowodniliémy, Ze nie istnieje baza Hamela, ktéra byta-
by zamknieta na branie iloczynéw, nawet w ogdlnym przypadku. Okazuje
sie, ze zachodzi stabsze twierdzenie dotyczace bazy Hamela. Méwi ono, ze
istnieje taka baza R nad Q, ze dla kazdego h € Hin € Z : h* € H. Dowdd
tego faktu mozna znalezé w [3].
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Martyna Biskup
[O wewnetrznej stopie zwrotu]

W dzisiejszych czasach istota dzialania firm jest rozwdj i osiagniecie zy-
sku. Dazac do nich, przedsiebiorstwa podejmuja aktywnosé inwestycyjna,
ktora obarczona jest pewnym ryzykiem. Z tego powodu analitycy na ca-
lym Swiecie poszukuja efektywnych sposobow oceny oplacalnoéci inwestycji.
Jednym z narzedzi, ktére wymyslono, jest wewnetrzna stopa zwrotu, kto-
ra powszechnie oznacza si¢ skrétem IRR. Interpretacja wewnetrznej stopy
zwrotu jest bardzo prosta. Im wigksza jej wartosé, tym wiekszy odnotujemy
dochéd z inwestycji. W ponizszym artykule powiemy sobie czym wtasciwie
jest IRR, kiedy istnieje i czy zawsze mozemy z niej skorzysta¢. Ponadto
udowodnimy dwa twierdzenia dotyczace wielomianow rzeczywistych, ktére
ulatwia nam rozwazenie powyzszych zagadnien.

Wprowadzmy najpierw niezbedne definicje odnoszace sie do IRR.
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Definicja 1. Przeplywy pieniezne sa to kwoty pieniedzy wplacane/wyplacane
regularnie, w pewnych odstepach czasu, np. co rok.

Dodatni przeplyw oznacza dochéd inwestora, a ujemny — jego naktad.

Jesli w tym samym momencie wystepuja i naklad, i dochdd, to przez prze-
plyw bedziemy rozumieli sume tych dwéch wielkosci.

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

e n + 1 — liczba wszystkich przeplywéw, n € NU {0}

e t; — moment wystapienia j-tego przeptywu, j = 0,1,...,n, przy czym
to =0,

e (C; — przeplyw w momencie t;.

Definicja 2. Inwestycjg finansowqg nazywamy skonczony ciag przeplywéw
(Co,C4,...,Cy) o nastepujacych wlasnosciach:

e Cp <0,
e Cp, #0,
e C; > 0 przynajmniej dla jednego j € {1,...,n}.

Definicja 3. Wewnetrzng stopg zwrotu z inwestycji — IRR (ang. Internal
Rate of Return) nazywamy taka stope zwrotu r, dla ktérej spelniony jest

warunek
P M)
ACEESY

=
Przez stope zwrotu rozumiemy tu wyrazony procentowo zysk lub strate
z inwestycji w stosunku do poczatkowego naktadu.

Od tego momentu IRR bedziemy oznaczaé litera r i bedziemy traktowaé
jako rozwiazanie powyzszego réwnania.

Zdefiniujmy teraz zmienna pomocnicza x wzorem x = (1 +r)~L.

Réwnanie

~ 0
Z(1+7«)j =0

Jj=0

przyjmuje wowczas nastepujaca postac:

Co+Ciz+...+Crax" =0.
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Widzimy wiec, ze rozwazanie problemu istnienia i jednoznacznoéci wewnetrz-
nej stopy zwrotu sprowadza sie do analizy rozwiazan réwnania wielomiano-

wego.

Warto zwrécié uwage na to, iz inwestycja moze nie mie¢ IRR (nietrudno

wskazaé przyklad réwnania wielomianowego, ktére nie ma rozwiazan) lub

moze ich mie¢ wiele (rozwiazanie réwnania to nie jedna liczba, lecz kilka).

W tego typu przypadku metoda IRR zawodzi i nalezy skorzystaé¢ z innych

sposobdéw analizy inwestycji.

Zastanowmy sie, kiedy réwnanie C,az™ + ...+ C12 + Cy = 0 ma doktadnie
jedno rozwigzanie. W tym celu rozwazmy najpierw dwa interesujace twier-
dzenia, mowigce o liczbie pierwiastkow rzeczywistych wielomianu w ustalo-
nym przedziale.

Twierdzenie 5 (Fouriera). Jezeli wielomian W stopnia n o rzeczywistych
wspoélezynnikach nie zeruje sie na koncach przedziatu [a, b], gdzie a < b, to
liczba jego pierwiastkéw rzeczywistych w tym przedziale (z uwzglednieniem
krotnosci) réwna jest Z(a)—Z(b)—m, gdzie Z(c) oznacza liczbe zmian znaku
w ciagu W (c), W'(c),W"(c),..., W™ (c), a m jest pewng liczbg parzysta
nieujemny.

Dowdd. Rozwazmy zbiér A = {c € [a,b] : Jocicn WP (c) = 0}, gdzie
WO =W, za$§ W® oznacza i-ta pochodna wielomianu W.

Oczywiscie A jest zbiorem skonczonym.
Niech A = {c1,¢2,...,cm}, gdzie ¢ < ¢ < ... < Cpy.
Dla kazdego k € {1,...,m} wybierzemy przedzial [ax,a}] C [a,b] tak, aby

byty spelnione nastepujace warunki:

1. Przedzialy [a1,d)],...,[am,a,,] sa parami rozlaczne.

2. Kazdy element ¢ nalezy do dokladnie jednego przedzialu [ag,a}]
(tzn. nie nalezy do zadnego innego przedziatu [a,, ap], gdzie k # p).

Zauwazmy, ze tak okreslony ciag przedzialéw ma nastepujace wlasnosci:

I) W przedziale [a},ar41], dla k € {1,...,m — 1}, zaden z wielomiandw
W, W', ...,W( nie ma pierwiastka.
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II) Jesli ¢ jest s-krotnym pierwiastkiem wielomianu WU+ a nie jest
pierwiastkiem wielomianu W) | czyli

WUr(e)=0 dlai=1,...,s

oraz

W (cx) #0 # WU (cy),

to wielomian W) przyjmuje w przedziale lak,a}] staly znak. Podobnie
wielomian WU+s+D) w przedziale [ay,a)] jest stalego znaku. W przeciw-
nym razie przedzial ten zawieralby jeszcze co najmniej jeden element ze
zbioru A.

III) Jezeli ¢k jest s-krotnym pierwiastkiem wielomianu W, co oznacza, ze
Wier) =W cp) =...= WED(¢) = 0 oraz W) (c) # 0, to W) prayj-
muje w przedziale [ay, a}] staly znak (gdyz w przeciwnym razie przedzial
ten musiatby zawieraé¢ pierwiastek wielomianu W (*)).

Zauwazmy, ze Z(ay,) = Z(agt1), gdyz w przedziale [a},, ax+1] zaden wie-
lomian W, W’ ..., W™ nie ma pierwiastka, wiec znaki liczb W) (a},) oraz
W (ag11) dla kazdego i € {1,...,n} sa takie same.

Obliczymy teraz wartosci Z(ax) — Z(a},).

A) Rozwazmy przypadek, w ktérym ¢ jest s-krotnym pierwiastkiem wie-
lomianu WU a nie jest pierwiastkiem wielomianu W),

1° WU+t () > 0 dla z € [ag, al).

Poniewaz WU *5+1 jest pochodna wielomianu WU +#) | ten ostatni jest funk-
cja rosnaca w przedziale [ay, a}].

Jak wiemy WU+ (¢) = 0. Zatem WU+ (z) < 0 dla = € [ay, cx)
oraz WU+ (2) > 0 dla z € (cx, al)].

Poniewaz WU+*) jest pochodna wielomianu WU+~ ten ostatni na mo-
cy powyzszych nieréwnosci jest funkcja malejaca w przedziale [ag, i) oraz
funkcja rosnaca w przedziale (cy, a},].

Jak wiemy WU+s=1(¢,.) = 0. Zatem WU+ (z) > 0 dla 2 € [ay, c)
oraz WU+Ts=U(z) > 0 dla x € (cx, al)].
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Rozumujac dalej analogicznie, uzyskujemy kolejno informacje o znakach
wielomianéw W+s+t1) Wwi+s) ywits=1 WU+ w przedziatach [ay, ci)
oraz (ck,a)], ktére umieszczamy w tabelach, w zaleznosci od s oraz przy
ustalonym znaku W) w przedziale [ay, a}]:

a) gdy s jest liczba parzysta oraz W) (2) > 0 dla x € [ag, al):

ar ¢ ay

wo T+ 4+ 4
W(j+1) + 0 +
wl+s=D | + o +
W i+s) 0 +
wl+st) | 4+ 4+

Mamy Z(ay) = s oraz Z(a},) = 0.

b) gdy s jest liczba parzysta oraz W) (x) < 0 dla = € [ag, a}]:

Qg Ck Q.
w @ - -
weh 0+

WGt | 4 o
W G+s) _
W G+s+1) + +

o
+ o+t

Mamy Z(ay) = s+ 1 oraz Z(a},) = 1.

c) gdy s jest liczba nieparzysta oraz W) (z) > 0 dla = € [ag, a}]:
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ar ¢ ay

wow T+ + o+
W(j+1) _ 0 +
WeH-D | ¢ oy
W(j+5) _ 0 +
wl+st) | o+ 4+

Mamy Z(ax) = s+ 1 oraz Z(a},) = 0.
d) gdy s jest liczba nieparzysta oraz W) (z) < 0 dla = € [ag, a}]:
Qg Ck Qg

w@ _ - _
Wi+ -0 +

w6t | & o
W i+s) —
W (+s+1) + o+

(en)
+ o+t

Mamy Z(ay) = s oraz Z(a},) = 1.
2° WUtst(z) < 0 dla z € [ag, al].

Poniewaz WU *5+1 jest pochodna wielomianu W19 ten ostatni jest funk-
cja malejaca w przedziale [ag, a}].

Jak wiemy W0U+5)(¢;) = 0. Zatem WUT9) () > 0 dla = € [a, c1,)
oraz WU+ (z) < 0 dla z € (cx, al].

Poniewaz WUT#) jest pochodna wielomianu WU~ ten ostatni na mo-
cy powyzszych nieréwnosci jest funkcja rosnaca w przedziale [ag, ¢i) oraz
funkcja malejaca w przedziale (cg,ay].

Jak wiemy WU+s=(¢p) = 0. Zatem WUTs=D(2) < 0 dla z € [ax, cx)
oraz WU+s=(z) < 0 dla = € (cx, al).

Rozumujac dalej analogicznie, uzyskujemy kolejno informacje o znakach
wielomianéw W+s+1) ywwi+s) yi+s=1 WU+ w przedziatach [ay, ci)
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oraz (cg,a], ktére ponownie umieszczamy w tabelach, w zaleznosci od s
oraz przy ustalonym znaku W) w przedziale [ay, al:

a) gdy s jest liczbg parzysta oraz W) (z) > 0 dla z € [ag, a}):

ar  cx  a)

ww |+ + +
W@+ -0 =
wl+s=1) | — o —
W G+s) + 0 -
wi+s+1) | — _  _

Mamy Z(ax) = s+ 1 oraz Z(a},) = 1.

b) gdy s jest liczba parzysta oraz W) (x) < 0 dla = € [ag, a}]:

ar ¢ Q)
w@ —
wu+D -0 -
Wi+ | o _
W(j+5) + 0 _
wl+s+l) | — _

Mamy Z(ay) = s oraz Z(aj},) = 0.

c) gdy s jest liczba nieparzysta oraz W) (z) > 0 dla x € [ag, a}]:

Qg Ck Q.

wo T+ 4+ 4

w+1) + 0 _
wl+s=1) | — ¢

W G+s) + 0 _

wi+s+1) | —  _  _
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Mamy Z(ay) = s oraz Z(a},) = 1.

d) gdy s jest liczba nieparzysta oraz W\ (z) < 0 dla z € [ag, ayl:

Q. Ck Q.
w @) - -
W@+ + 0 _

wes | g

W it+s) + 0 _
wi+s+1) | -  _  _

Mamy Z(ax) = s+ 1 oraz Z(a},) = 0.

s+ 11lub s—1 dla s nieparzystych
Zatem Z(ay) = Z(ay,) = {s dla s parzystych

W kazdym wiec przypadku Z(ax) — Z(a},) jest liczba parzysta dodatnia.

B) Rozwazmy teraz przypadek, w ktérym ¢ jest s-krotnym pierwiastkiem
wielomianu W.

1° W) () > 0 dla z € [ag, al)].
Postepujac podobnie jak w czeéci A dowodu, ustalamy kolejno znaki wie-
lomianéw W) WE=D W' W w przedziatach [ax,ci) oraz (cx,al] i

otrzymujemy:

a) gdy s jest liczba parzysta:

ag  cp Q)

W - 0 +
w4+ 0+
we=2 |+ 0 4+
we=b | — 0 4+
we |+ 4+ 4
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Mamy Z(ay) = s oraz Z(aj},) = 0.

b) gdy s jest liczba nieparzysta:

ap ¢, ay
w + 0 +
w’ - 0 +
we=2 1 4 0+
we=b | — 0 +
we |+ o+ 4
Mamy Z(ay) = s oraz Z(aj,) = 0.
2° W) (z) < 0 dla z € [ay, a}].
a) gdy s jest liczba parzysta:
ar ¢ a
w - 0 -
w’ + 0 -
w2 | — o9 _
we=b |+ 0 -
W) - -
Mamy Z(ax) = s oraz Z(a)) = 0.
b) gdy s jest liczba nieparzysta:
ar  cp Q)
w + 0 -
w’ - 0 -
W(;—2) - 0 —
we=1 | + o =
ws) - - _

Mamy Z(ax) = s oraz Z(a})) = 0.
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W kazdym z przypadkéw Z(ax) — Z(a)) =s —0=s.

Zauwazmy teraz, ze

Z(a) = Z(b) = (Z(a) = Z(a1)) + (Z(a1) — Z(a1)) + (Z(ay) — Z(az))+
(Z(a2) — Z(ah)) + ... + (Z(am) — Z( (
=Z(a)—Z(a1)+k§1(z(ak)—z(a2))+k; ((Z(ak)—Z(ak41))+Z(ar,)—Z(b).
Pozostaje zauwazy¢, ze Z(a) = Z(a1) oraz Z(an,) = Z(b), gdyz w prze-
dziatach [a,a1], [a’,,b] zaden z wielomianéw W, W, ..., W™ nie ma pier-
wiastka.

Zatem Z(a) — Z(b) jest réwne liczbie pierwiastkéw wielomianu W w prze-
dziale (a,b) z uwzglednieniem krotnosci, powiekszonej o pewna liczbe pa-
rzysta nieujemna. O

Twierdzenie 6 (Kartezjusza). Liczba rzeczywistych, dodatnich pierwiast-
kéw (z uwzglednieniem krotnosci) wielomianu W(z) = ana™+...+ a1z +ag,
gdzie ag, ..., an sa liczbami rzeczywistymi oraz aga, # 0, réwna jest liczbie
zmian znaku w ciagu (ag, a1, ..., @) zmniejszonej o pewna liczbe parzysta
nieujemny.

Dowdd. Niech Z(c) oznacza liczbe zmian znaku w ciagu
W(e), W (c), W (c),..., W™ (c).

Oznaczmy przez N tak duza liczbe dodatnia, ze w przedziale [N, co) nie
zeruje sie zaden z wielomianéw W, W’/ W, ... W,

Stosujac twierdzenie Fouriera dla przedziatu [0, N], otrzymujemy nastepu-
jace ciagi znakéw w koncach tego przedziatu:

0 N
w sgnag  Sgnany
W' | sgnai  sgnan

W' | sgnas  sgnay,

W™ | sgna, sgnay,

Zatem Z(N) = 0 oraz Z(0) jest réwne liczbie zmian znaku w ciagu wsp6i-
czynnikéw (ag, a1, ..., a,).
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Jak wiemy z twierdzenia Fouriera, liczba pierwiastkéw w przedziale [0, N]
jest réwna Z(0) — Z(N) — m = Z(0) — m, gdzie m jest liczba parzysta
nieujemna, co daje teze. O

Spoéjrzmy teraz na kolejne dwa twierdzenia, nawigzujace juz do omawia-
nego tematu, a wiec do istnienia i jednoznacznosci IRR (rozwiazan réwnania
wielomianowego):

Twierdzenie 7. Jezeli inwestycja jest opisana ciggiem przeplywéw Cj,
gdzie 7 = 0,...,n, w ktérym znak wyrazéw ciagu zmienia si¢ dokladnie
jeden raz, to istnieje doktadnie jedno dodatnie rozwiazanie réwnania

Dowéd. Niech Cj,j =0,...,n bedzie ciagiem przeptywéw, w ktérym znak
wyrazoéw zmienia si¢ doktadnie jeden raz.

Niech ponadto C(z) = Cpz™ + ... + Ciz + Cp.

Na mocy twierdzenia Kartezjusza istnieje co najwyzej jedno dodatnie roz-
wiazanie rownania C,z" + ...+ Cix + Cy = 0.

Zauwazmy, ze C(0) = Cp < 0.

Skoro w ciagu niezerowych wspétczynnikéw Cj,j = 0,...,n, znak wyrazéw
ciagu zmienia si¢ dokladnie jeden raz, to dla odpowiednio duzej wartosci
argumentu z wielomian musi osiagna¢ warto$¢ dodatnia. O

Twierdzenie 8. Warunkiem wystarczajacym na to, aby dla inwestycji
opisanej ciagiem przeplywéw C;, gdzie j = 0,...,n, istnialo € (0,1)
bedace rozwigzaniem réwnania C,z™ + ...+ Cix + Cy = 0, jest spelnienie

nieréwnosci
— E C j < E C G-

j:C;<0 j:C;>0

Dowdd. Niech ‘
f@)==Co— > Cya,

jZCj<0
21

glz)= > Cja’.

j:C;>0
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Mamy

oraz

Obie funkcje sa ciagte.
Maja miejsce nastepujace nieréwnosci: f(0) > ¢(0) oraz f(1) < g(1).
Zatem dla przynajmniej jednej wartosci « € (0,1) zachodzi f(z) = g(x).

7 powyzszego wnosimy, ze réwnanie C,z" 4+ ... + C1x + Cy = 0 ma w
tym przedziale rozwiazanie. O

Podsumowujac, wyznaczanie wewnetrznej stopy zwrotu z inwestycji spro-
wadziliSmy do poszukiwania rozwiazan réwnania wielomianowego. Positku-
jac sie¢ w dowodzie twierdzeniem Kartezjusza, pokazaliSmy, ze takie rozwia-
zanie istnieje, gdy znak ciagu wspélczynnikéw tego wielomianu zmienia sie
dokladnie jeden raz. Z wiedza, ze rozwigzanie istnieje, mozemy prébowaé
go wyznaczy¢, jednak zazwyczaj nie jest to latwe zadanie. Z tego powodu
poszukujemy rozwiazan przyblizonych, stosujac np. metode stycznych.
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[Redakcja [Macierzatora] zaprasza do
wspolpracy!]

[Macierzator] to gazetka wydawana przez Kolo Naukowe Matematy-
kéw Uniwersytetu Slqskiego w Katowicach. Piszemy o tym, co nas ciekawi,
zastanawia. To miejsce, w ktéorym mozna opublikowaé pierwsze pomysty
matematyczne, recenzje, eseje. Piszemy o réznych rzeczach:

przedstawiamy nasze pierwsze drobne matematyczne pomysty;

opisujemy szczegdlnie ciekawe naszym zdaniem zagadnienia matema-
tyczne;

przedstawiamy wyjatkowe zadania z matematycznych konkurséw i olim-
piad;

recenzujemy popularnonaukowe ksiazki z matematyki;
przypominamy postaci stynnych matematykow;

i nie tylko.

Wpadtles$ na ciekawy matematyczny pomyst i chcesz podzieli¢ sie nim ze
$wiatem? Przeczytales co$ interesujacego? A moze masz jeszcze inny pomyst
na artykul? Napisz do [Macierzatora]! Wpadnij do pokoju 524 w IM US, aby
oméwicé szezegbly, albo do nas napisz (np. na adres joanna@knm.katowice.pl).
Zapraszamy!
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