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Elementy teorii informacji

Niech S = {x1,...,xq} oznacza alfabet, zbiér zdarzen, a
P ={p1,...,pq} bedzie stowarzyszonym z nim zbiorem
prawdopodobieristw takim, ze P(x;) = p; oraz .7, p; = 1.
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Niech S = {x1,...,xq} oznacza alfabet, zbiér zdarzen, a

P ={p1,...,pq} bedzie stowarzyszonym z nim zbiorem
prawdopodobieristw takim, ze P(x;) = p; oraz .7, p; = 1.
Ponadto zatézmy, ze zrédto S jest Zrédfem bez pamieci, tzn. ze
kolejne znaki s3 generowane niezaleznie od siebie.
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Informacja

lloscia informacji stowarzyszonej z zdarzeniem nazywamy funkcje /
okreslona na zbiorze zdarzen, zadang wzorem

I(x) = — logy P(x)

dla pewnego k > 0 oraz k # 1.
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Informacja

lloscia informacji stowarzyszonej z zdarzeniem nazywamy funkcje /
okreslona na zbiorze zdarzen, zadang wzorem

I(x) = — logy P(x)
dla pewnego k > 0 oraz k # 1.

W zaleznosci od podstawy logarytmu ilo$¢ informacji moze by¢
mierzona w réznych jednostkach. Dla k = 2 jednostka informacji
jest bit, dla kK = e nat, a dla kK = 10 Hartley.
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Entropia stowarzyszong z zrédtem S = {x1,...,Xxq} nazywamy
funkcje
q q
H(S) = H(p1,...,pq) = > P(xi)log P(xi) = > _ P(xi)I(xi).
i=1 i=1

Funkcja ta jest wartoscig oczekiwang ilosci informacji ujawnianej
przez zrédto.
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Przyktad

Rozwazmy zrédto S = {x1,x2,x3} takie, ze P(x1) = % a
P(x2) = P(x3) = 1. Wéwczas

1
I(x1) = — IogE =log2 =1,
1
I(x2) =I(x3) = — log 5= logd = 2,

a entropia zrédta wynosi

1 1 1 1 1 1 3
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Wykres entropii dla Zrédta
o prawdopodobienstwach : :
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Twierdzenie

Dla dowolnego zbioru prawdopodobieristw p, ..., pg zachodzi
oszacowanie

1 1
0:H(1,0,...,0)<H(pl,...,pq)<H<q,...,q) = logq.
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Poniewaz 37 ; pi=1,to pg=1— 7:_11 p; oraz

H(Pl,---,Pq) — H(p17"'7pq—1)

q—1 q—1 qg—1
=—> pilogpi— (1= pi|log|1=> pi
i=1 i=1 i=1
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Poniewaz 37 ; pi=1,to pg=1— 7:_11 p; oraz

H(Pl,---,Pq) — H(p17"'7pq—1)

q—1 q—1 qg—1
=—> pilogpi— (1= pi|log|1=> pi
i=1 i=1 i=1
Funkcja moze mie¢ ekstremum w punkcie, gdy
OH gl
= — (log p; + log e) + log I—Zp,- +loge
Ipi —il
q—1
= —log p; + log I—Zp,- zlog%:o,
i=1 !
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Dowdd (cd.)

Tak sie dzieje gdy

Pq Pq 1
—=0& —"=1&p =pg=—.

1 pl

log
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Dowdd (cd.)
Tak sie dzieje gdy

1
Iog&:O@ﬁzlﬁpiIPq:*'
f Pi
W badanym punkcie
0*H | i DL
_ oge(pi + pq) = —loge| —+— ) =-2qloge
Op;iOp; PqPi S
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Dowdd (cd.)
Tak sie dzieje gdy

1
Iog&:O@ﬁzlﬁpiIPq:*'
f Pi
W badanym punkcie
0%H | i 1,1
_ oge(pi + pq) = —loge| —+— ) =-2qloge
Op;iOp; PqPi S
oraz
0%H ~ loge gloge
OpiOp; Pq '
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Dowdd (cd.)

Macierz drugich pochodnych w badanym punkcie jest postaci

—2qloge —qloge ... —qgloge
—qgloge —2qgloge ... —qloge
—qgloge —qloge ... —qgloge

M. Jenczmyk Spotkanie KNM Elementy teorii informacji i kodowania



Elementy teorii informacji

Uniwersytet Slaski w Katowicach ®

Elementy teorii informacji

Dowdd (cd.)
Macierz drugich pochodnych w badanym punkcie jest postaci

—2qloge —qloge ... —qgloge
—qgloge —2qgloge ... —qloge
—qgloge —qloge ... —qgloge

Macierz ta jest ujemnie okreslona, wiec punkt jest maksimum
entropii.
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Kodowanie

Kodowaniem elementéw alfabetu S = {x1,..., x4} 0
prawdopodobiefstwach P = {p1,..., pq} przy uzyciu alfabetu
C ={a,...,cn} nazywamy proces przyporzadkowania elementom

S elementéw lub ciggéw znakéw (stéw kodowych) alfabetu C.
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Kodowanie

Kodowaniem elementéw alfabetu S = {x1,..., x4} 0
prawdopodobiefstwach P = {p1,..., pq} przy uzyciu alfabetu
C ={a,...,cn} nazywamy proces przyporzadkowania elementom

S elementéw lub ciggéw znakéw (stéw kodowych) alfabetu C.

Przyktad (kod binarny)

Elementy | Stowa
alfabetu | kodowe
51 00

So 01

S3 10

S4 11
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EElementy kodowania

Kod jednoznacznie dekodowalny

Kod nazywamy jednoznacznie dekodowalnym, jesli istnieje tylko
jeden sposéb podziatu ciggu stéw kodu ¢, ¢, . .., ¢j, na oddzielne
stowa kodu, tzn. jesli

Ciyy Cips -+ -5 Cipy. = Cj15Cjry---5 Cjye

to/=1,..., k zachodzi
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EElementy kodowania

Kod jednoznacznie dekodowalny

Kod nazywamy jednoznacznie dekodowalnym, jesli istnieje tylko

jeden sposéb podziatu ciggu stéw kodu ¢, ¢, . .., ¢j, na oddzielne
stowa kodu, tzn. jesli

Ciyy Cips -+ -5 Cipy. = Cj15Cjry---5 Cjye

to/=1,..., k zachodzi

C,'/ = Cj/.

Kod prefixowy

Kod nazywamy kodem prefixowym, jesli zadne stowo kodowe nie
jest przedrostkiem innego stowa kodowego.
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Przyktady

Znak | Ki | K2 | K3 | Ka
A | o0|o0[o00]O00
B | 1 |11]01]01
C jor1jo1|10]| 1
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Nierownosé Krafta

Binarny kod przedrostkowy ztozony ze stéw kodu {c1,...,cp} 0
dtugosciach {/, ..., I} istnieje &

n

d2hg (1)

i=1
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Nierownosé Krafta

Binarny kod przedrostkowy ztozony ze stéw kodu {c1,...,cp} 0
dtugosciach {/, ..., I} istnieje &

n

d2hg (1)

i=1

Dowdéd.

(=) Majac binarny kod przedrostkowy umies¢my stowa kodu w
drzewie binarnym zgodnie z kodami stéw i uzupetnijmy je do
drzewa petnego, o 2 lidciach. i-ty wierzchotek "zajmuje” 2max—/i
lisci drzewa. Wobec tego musi zachodzi¢

n n
Z 2Imaxfli < 2lmax = Z 27lf < 1
i=1 i=1
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(«<=) Przeciwnie, zatézmy, ze (1) zachodzi. Wéwczas mozemy
umiesci¢ stowa w wybranych weztach, tworzac w ten sposéb kody
stébw. Zauwazmy, ze lisci nie moze zabraknaé - po umieszczeniu w
drzewie j-tego wierzchotka ilos¢ " zablokowanych” to

J J n
Z D lmax—I; < 2lmax Z 2= linlmax Z o~ i < Dlmax
i=1 i=1 i=1
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Twierdzenie

Dla dowolnego binarnego kodu przedrostkowego dla ktdrego
Srednia dtugosc stowa kodowego Lg. = > p;l; zachodzi nieréwnos¢

L > H(S)
Ponadto istnieje binarny kod przedrostkowy dla ktérego

Lg < H(S) +1
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Na poczatku udowodnimy cze$é pierwsza tezy.

H(S) — Lg = —ZPI|OgPi - ZP/‘/
=—> pi (Iog pi + log 2"’) — (pilogpi2") = pi Iog
1 _I
< Zp,- <p,2’r — 1) loge = IogeZ(2 "—pi) <0
Dowdd drugiej czesci. Niech /; = [—log p;].

Y2 <y pi=1

Ponadto

i< —logpi+1< pili < —pilogpi + pi = Ly < H(S) +1
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Dziekuje za «.uwage!
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