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Streszczenie

W tym miejscu udowodnimy wygodne twierdzenie pozwalajace efektywnie badaé zbieznosé szeregéw
wyrazen wymiernych, bedacych ilorazem wielomianéw (rozszerzonym o wyktadniki rzeczywiste). Istota kry-
terium polega na wyznaczeniu stopnia wyrazenia i poréwnaniu go z wartoscig zbieznosci szeregéw.

FM )

Whprowadzmy nastepujace oznaczenie:

n
E ak$Pk
k=1
m

.45
E bz
Jj=1

Przyjmijmy, ze py, = pr, = k1 = kg oraz q;, = q;, = j1 = j2. Zauwazmy, ze dziedzing f € P jest R
bez co najwyzej skonczonej liczby punktow, tj. pierwiastkow mianownika. Oznaczmy takze:
In|f(x
deg f(z) = lim In |f(@)]

z—oo Inx

P=qf:fl@)=

aak?7bj7pk>qj € R7n7m eN

Dla f € ‘B ta granica zawsze jest wlasciwa, o ile f # 0, wtedy mozemy przyjaé deg f(x) = —oo.

\ J

Lemat. Niech 0 # f, g € B. Jezeli istnieje X € R, ze |f(z)| < |g(x)| dla > X, to zachodzi:
deg f(z) < degg(z)
Dowéd. Jezeli istnieje X € R, ze |f(x)| < |g(x)| dla z > X to:

b o)
= | f()

Korzystajac z tego oraz zbieznoéci stopnia f, g:

>1

o l@ L Il (@)

deg g(x) — deg f(z) =

z—+oo Inz z—+oo Inzx
o)
g PRI i T i =0
Stad teza. 0

Twierdzenie. Niech f € 3 bedzie funkcja dobrze okreslona dla n € N. Wtedy szereg Z f(k) jest bezwzglednie
k=1
zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy deg f < —1.

P T n m ‘
QEx; dla P(x) = I;akxp’“, Qx) = ; bjx% przy

zalozeniach z lematu. Ustalmy p = max {p} oraz ¢ = max {g;}. Niech N bedzie spelnialo py = p oraz M:
1<ksn 1<j<n

Dowdd. Korzystajac z postaci ogdlnej, przyjmijmy f(x) =

qv = g Niech f'(z) = IN pp=a
by
Wtedy zachodzi:
P ayar
a—+oo f(x)  a—+toc by f(2)

~ lim xp—qaiN ) biz®™ 4+ ...+ byx?+ ...+ b xin _
ayxPr + ... +anxP + ...+ a,xPr

r——+00 bM

— im (a:p_an> . z? (b1 9+ ...+ by + .+ by

o aP (apaPr—P+ ... +any + ...+ apzPn7P)

r—+00 bM
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Przyjelidmy p i ¢ jako maksimum oraz zalozenie py, = pr, = k1 = k2, ¢j; = ¢j, = ¢1 = g2, zatem YV pi <p

1<k<n
i V ¢ <gq, coimplikuje:
1<j<m
\vd k#N:> hm PP = (), Y j#M:> hm %79 =0
1<k<n 1<j<m
Na mocy tego mamy:
. an 29 (b= T+ ...+ by + ...+ b9
lim |2P79— |- =
z—+o0 b (arzPr—P+ ... +ay+...+ aaPn—P)
. an xq(b10++bM++bm0)
= lim (a7 7—)- =
z—5+00 b 2P (a1 -0+ ...+any+...+ay,-0)
b
= lim (mp an>.a: M1 (1)
r——+00 by xPapn
2
Stad, biorac f*(z) = 2?1 2N oraz fo(x) = aP™1 ;TN mamy, iz:
M
3V @) > f @) A fulz) < [f(@)]
XeRtz>X
poniewaz na mocy (1):
* ; 1
lim (@) =2, lim fe(2) = -
e—+oo | f(z)] s—+oo |f(z)] 2

Stad i z lematu mamy: deg f*(x) < deg f(z) < deg f.(x). Jezeli p — ¢ # 0, to:

_1 P—9q 1
_ 2a p—a —
In (acp_q %’JD In | 2P74 { T } In <‘E zbij,v ’ q)
cg f*() wHH+HOO Inx wHHJPoo Inz wirfm (p=a) Inzx
1 1
1H£L'+1Il|: ZbaN I'q:| 1n|: 2baN pq:|
M M
=(p— li =(p— li 1 =p—
(p—q) lim o (p—q) lim |1+ ——r P—q
Analogicznie deg fi(x) = p — g, zatem z twierdzenia o trzech ciagach
deg f*(x) = deg f'(x) = deg f(x) = deg f.(x)
+oo
Z kryterium poréwnawczego mamy, iz bezwzgledna zbieznosé Z f*(n) pociaga za soba bezwzgledna zbieznosé
n=1
+o0 too
Z f(n), natomiast rozbieznosé Z f«(n) pociaga za soba rozbieznosé Z f(n
= n=1 n=1
= 2CLN 2aN =
p—q
> =T - Z
+oo
— nb—4 p—q
S = S| < | 5%,

Jezeli deg f(x) = p—q < —1, to powyzszy szereg jest zbiezny, natomiast dla deg f(x) > —1 szereg jest rozbiezny.
To konczy dowdd. O
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’_m )

Mozemy rozszerzy¢ zakres stosowania kryterium. Stopien wyrazenia postaci

f(x) = VaPr + P2 + .. + zPn

maxi<k<n{Prt
q

liczymy jako deg f(x) =

Przykltad. Zbadaé zbieznosé szeregu:

io n™ 4+ 2nf — 4nV?

nV19 —n2 4 12nV7

n=1
p=m, q =19, zatem stopien tego wyrazenia wynosi m — /19 &= —1.2173 < —1. Szereg jest zbiezny.
Uogoblnienie. Mozna rozszerzy¢ to kryterium i sformulowaé je w sposéb bardziej ogdlny.

Twierdzenie. Niech (a,)nen bedzie ciagiem liczb rzeczywistych. Wtedy, jezeli:

. In|a > . .. .
1. limsup 2| < —1, to szereg g an jest zbiezny bezwzglednie,
n—oo n:1
In |ay,| >
2. liminf ——= > —1, to szereg E an jest rozbiezny lub zbiezny warunkowo.
n—oo nn ne1

1
Dowéd. Ustalmy ciag (ay,)nen. Niech a = lim sup n jan|

n—oo

Jezeli a < —1, to istnieje € € (a, —1). Korzystajac z kryterium ilorazowego i szacujac |a,| przez n®t=z":

ilal < 4o0.

e—a

|an] ntt =

. a . . a—e
limsup — < lim = lim n2 =0
n—+oo M n—+4oo  nf n—-+oo
= In |ay,|
Szereg Z n® jest zbiezny, a wiec a,, takze jest zbiezny. Dla a > —1, gdzie a = linniigf .. podobnie istnieje
n=1
0 € (—1,a), dla ktorej spelnione jest:
a—3§
. . la . n" 2 . a=s
hmlnfM > lim ————= lim n 2 =+
n—-4oo n6 n—-+o0o no n—-+oo
“+oo
z czego wnioskujemy rozbiezno$é Z |an|. Dla |a| = 400 zbieznosci/rozbieznosci sa oczywiste. O
n=1

M )

Mozna zwiekszy¢ ,czulos¢” kryterium, wlaczajac kryterium zageszczania, przy zalozeniu monoto-
nicznosci f(n):

Inlee? f (&) |

ln X x
deg; f(x) = lim In Je?f(e?)] o

L—00 Inax

. deg, f(x) = lim

i ogélniej, gdzie exp™(z) oznacza n-ta iteracje funkcji exp(a) = e*:

dog £(0) = i LI Tims 22 0] Flerp ()

— 00 Inx

Kryterium nie rozstrzyga w dalszym ciagu, gdy deg,, f(z) = —1. Dla funkcji okreslonych jedynie w
zbiorze liczb naturalnych zamiast podstawy e mozna wybrac liczbe naturalna n € N.

Ponizej znajduja sie dodatkowe uwagi, ktére utatwiaja liczenie stopni funkcji rzeczywistych.
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Twierdzenie. Niech f,g € D — R, gdzie D C R zawiera przedzial (¢, +00) dla pewnego ¢ € R, a | deg f(z)],
| deg g(x)| < 4+00. Zachodza nastepujace wlasnosci:

L. deg(p- f(z)) = deg f(z), p # 0, 7. degsin (2?) = p, degsin (z77) = 0, p <0,
(stopien funkcji przemnoZonej przez skalar), 8. degtg (a?) = p, p <0

2. deg [f(‘r) + g(m)] = maX{deg f(l'), degg(x)} 9. deg arctg (xp) =D, deg arctg (l'ip) = O, P g O7
(stopieni sumy funkcji),

3. deg[f(z) - g(z)] = deg f(x) + deg g(x)
(stopieni iloczynu funkcji), +oo, a>1

4. 400> lim |[f(z)| >0=degf(z)=0 11. dega® =10, a=1 ’
v oo —o00, O<axl1

10. degarcsin (zP) = p, p <0,

(stopien funkcji ograniczoney),

. f(x) 12. degz! = 400,
5 IEIEOO 1= deg f(z) =1 13. degz® = +o0, degz™* = —o0,
(stopieni funkcji asymptotycznie liniowey), 14. deglnz! =1,
6. degln’x =0, p e R, 15. deg e;f! _ %
Dowéd.

1. Niech p # 0. Wtedy:

deg(pf(z)) = lim In (lpf ()]} = lim In (1f(@)]) + Inp] = lim M—i— lim M:degf(gc)

T—+00 Inx T—+00 Inx T——+00 nr z—+oo Inx

deg [f(2) + g(x)] = lim In(|f(x)] + [g()]) > Tim In (max{|f(x)|, |g(z)|})

=
x—+00 Inz T—+00 Inz

= max{deg f(z),deg g(x)}

Oszacowanie w druga strone daje te same granice na mocy wniosku o stopniu funkcji przemnozonej przez
skalar:

In (|f(2)| + [9(=)]) In (2 max{[f (z)|, |9(=)[})

i RU@L@) I = ma{des 1 (2), dzg(2)
3.
deslie) o) = i, A - (L )

Korzystajac ze zbieznosci:

i (00 It _

Inx Inx

o Inff@) . Infg(z)]
1 —_— 1 —_— =
y—l}-&r-loo Inx + xiT@o Inx deg f(z) + deg g(x)

T—+00

4. Niech lirf |f(z)] = M € RT. Wtedy

1 In M
lim nlf (@) lim L

pr— 0
z—+oco Inzx z—+oo Inx
5. Niech lim ﬁ =1, wtedy
r—+o00 I

In|f(z)| ln‘m f(;) lnx—I—ln‘@ In f(f)
€g f(:l?) :1:~l>+oo Inzx xigloo Inz m:}liloo Inz + IJI}}OO Inz

6 I | In? «] Il

P _ mmr oy Lamr
deg ln z zll)r-t,l-loo lnx 1—l>I-|r-IOOp IHI

http://jakim.pl/, http://knm.katowice.pl/


http://jakim.pl/
http://knm.katowice.pl/

Kryterium stopniowe zbieznosci szeregéow 5

sin 1
T

7. Korzystajac z wlasnoéci lim = 1, oraz wniosku o stopniu funkcji asymptotycznie liniowej dla

xr——+00 1
T

p < 0:
: . In|sin(zP)| . In|sin(zP)] . Insin(aP)
d p = 1 _— = _— = . 1 _— =
egsin (z) wHHEoo Inz T—-+00 %ln(xp) p zﬂlrfoc In(xP) p
Dlap > 0:
In | sin 27| Inl
degsin (z7) = | lim 2SI oy B
egsin () s—to0  Ina z—+oo Ing
stad degsin (zP) = 0.
8. Analogicznie jak poprzednio.
9. Jak wyzej.
10. Jak wyzej.
11. Dlaa > 1:
1 T
dega® = lim 1Y fim L ma= 400
z—+oo Inx  z—+oolnx
Gdy a =1, to deg 1* = deg 1 = 0, natomiast jezeli 0 < a < 1, to Ina < 0:
: In a®
dega® = lim 1Y fim L lma= -0
z—+oo Inx  z—+oolnz
12. degz! = 400 wynika z dw6ch oszacowan:
In z! InzvV® Inx
8T :vigloo Inz zaulloo Inz w%lgloo (\/E 11133) oo
In ! In z* 1
degz! = lim ﬁg lim 2 = lim (- oL = 400
z—+4oo Inz " az—+oo Inz  z—+oo Inx
13.
- . In z* . zlnz
degm = lim = 1m = 400

z—>+oo Inx z—+oo Inx

_ . Inx™* . zlnzx
degz™ = lim = lim (- = —00
z—+o0o Inazx T—+00 Inx

14. deglnx! = 1 uzyskuje sie, ponownie korzystajac z oszacowan:

| 2 1 1
doglnal = lim BRT S min@H . (Gehe) o g
z—+oo Inzx z—+4oo Inz & —+00 Inx z—+4o0o Inz
Inln 2! Inln(z® In (x1 1 Inl
deghna! = lim 20 o @D _ o, el o, hothhe
z—+oo Ilnz z—+oo Inx z—+00 Inz T—+00 Inz

15. Korzystajac z oszacowania Stirlinga dla silni:

|
m —— =1

e Vome (3)°
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