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Uogdlnienie systemu pozycyjnego 2

Streszczenie

W tym miejscu poznamy uogdlnienie systemu pozycyjnego - a wlasciwie jedna z drog rozszerzenia spo-
sobu zapisu liczb rzeczywistych. Z pewnych wzgledéw zatrzymamy si¢ na samej cze$ci utamkowej dla liczb
rzeczywistych dodatnich, tym niemniej jestem przekonany, iz Czytelnik po tym artykule bedzie w stanie sam
rozszerzy¢ ponizszy koncept wedle wlasnych potrzeb i upodoban.

1 Podstawowe pojecia i zaleznosci

Niech dany bedzie $cisle rosnacy ciag liczb naturalnych (g, )nen, dla ktérego

= 1
Z — < +00

n=1 dn
Wéwezas mozemy zdefiniowaé system pozycyjny wzgledem tego ciagu lub méwié krétko, iz ciag (¢n)nen
jest systemem: cyfry’ dowolnej liczby (na razie dodatniej) A w tym systemie wyznaczone beda przez ponizszy
algorytm:

a [Aq1 ]

def jn: a (1)
an+1 - \;(A - n) qn+1J
=1 qn

gdzie |a] oznacza cze$é calkowity liczby a. Ciag (an)nen nazywany bedzie rozwinigciem (lub reprezentacja)
liczby \. Klasyczny system dziesietny jest systemem zadanym przez ciag ¢, = 10" ~1. Mozemy rozwazy¢ réwniez
inny system, zwigzany z liczba e, dany jako g, = n!. Wowczas:

1
- = (0,1,0,0,0,...
2 (7 y YUy Uy Uy )
3
o= 1,1,2
4 (07 ) ) 7070’ )
e = (2,1,1,1,...)
poniewaz
3 1 1 =1
iTitetaw X

Zauwazmy rowniez, iz niezaleznie od systemu a, > 0 dla dowolnej liczby nieujemnej. Ta wlasno$é¢ bedzie
wykorzystywana wielokrotnie przy oszacowaniach.

Niech ¢,, bedzie stanowi¢ maksymalna cyfre na n-tym miejscu wzgledem ciagu (g,)nen. Wtedy spelnia
ona warunek:

n 1
cn:max{neN:< }
dn dn—1

(dla n = 1 mozemy przyja¢ ¢; = o0). Poniewaz ¢, € N dla kazdego n € N, powyzszy warunek mozna zadaé
wzorem jawnym:

cnz{qnl—l 2)

n—1
Dowéd. Zalézmy, ze ¢, < LZ—:—‘ — 1 dla pewnego n € N. Niech
]
-1
SR
Wtedy, poniewaz a; = ... =a,—1 = 0, a,, wyznacza sie ze wzoru:

1Oczywiécie bedziemy rozumieé to stowo w bardziej ogélnym znaczeniu.
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[ Adn —‘_1
o | |
dn qn—1

Poniewaz [qq’il—‘ — 1 jest liczba calkowita, mozna opusci¢ cze$é¢ calkowita, otrzymujac

an:{qn -‘—1>cn
dn—1

co jest sprzecznoscig z maksymalnoécia ¢,. Tym samym, zadana liczba przyjmuje posta¢ w systemie:

A= |o0,0,...,0, {q] ~1,0,...
dn—1

n-ta pozycja

Dla przypadku ¢, > PZA—‘ — 1 wystarczy rozwazy¢

A=(00,...,0, ¢ 0,...]=%
~~ dn

n-ta pozycja

Wtedy a1 = ... =a,_o =0, ale

n
C [qnf —‘

ap—1 = {n 'inJ Z | n-1| = Tl =1
n dn n—1

Zatem a,_1 # 0, co przeczy definicji A. To oznacza, ze wzdr (2) jest prawdziwy.
Ciag (¢n)nen jest wyznaczony w sposob jednoznaczny. Wzér (2) mozna przyjaé za jego definicje.

Oznaczenie

Jezeli nie jest powiedziane inaczej, ciagi (an)nen beda zarezerwowane dla rozwinieé liczb rzeczywi-
stych, (¢p)nen dla ciagu maksymalnych cyfr, natomiast (¢,)nen bedzie stanowié¢ rosnacy ciag liczb
naturalnych tworzacy system pozycyjny. Dodatkowo wyrézniamy ciag (b, )nen opisany jako ciag
spelniajacy ponizsze warunki:

def
b= q

bndéf Gn n =2

b
dn—1

1.1 Systemy zgodne

System pozycyjny wzgledem rosnacego ciagu (gn)nen liczb naturalnych nazywamy zgodnym wtedy
i tylko wtedy, gdy ¢, | gn+1 dla kazdego n € N.

Gdy system jest zgodny, liczbe A\ > 0 mozemy przedstawi¢ réwnowaznie w postaci:

ay az an
A= — 4 — 44—

by biby b1-... by

gdzie by = q1, b, = qq" = —In__ dlan>2.
n—1 J=1 b
W sytuacji, w ktérej g, | gn+1, czyli system pozycyjny jest zgodny, postaé sie upraszcza do:
Ccp = I
dn—1
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Przy notacji (3) zachodzi ¢, = b, — 1 dla n > 2. Mozemy zauwazy¢, ze wéwczas zachodzi zaleznosé:

co dla ciagu ¢, = n! prowadzi do tozsamosci:

J— 1

Wykazemy te tozsamosc.
Twierdzenie. Dla zgodnego systemu pozycyjnego, gdzie ¢, sa dane jak wyzej, zachodzi tozsamosé (4).
Dowad.

Sa S BT S e £ (LN (L) ()

j=nt1 q; jent1 qj jent1 qj— 1% j=nt1 qj—1 qj n+1 n+1 qn+4-2

Poniewaz powyzszy szereg jest zbiezny bezwzglednie z zalozenia, to mozemy przegrupowaé sume:

00 0o

c; 1 1 1 1 1
>, L=+ ) (.‘.)Z”Z
j:n+1q] dn j n in

Co koniczy dowdd tej réwnosci. O

Twierdzenie. Jezeli system jest zgodny, to zachodzi oszacowanie

Y qu>20t

neN
Innymi stowy, g, € Q(2").

Dowdéd. Poniewaz (g, )nen jest rosnacym ciagiem liczb naturalnych oraz gy, | ¢ni1, to iloraz 2L jest wigkszy

od jednodci i jest liczba naturalna. To implikuje ¢,+1 = 2¢,. Rozwiazujac te prosta rekurenq@, otrzymuje sie
teze. O

Przy systemach zgodnych zaltozenie o zbieznosci szeregu odwrotnosci ¢, nie jest konieczne:

=1 = 1
2 S gl (5)

n=1 n=1

2 Rozwiniecia skonczone oraz nieskonczone

Bardzo wazna role w systemach pozycyjnych odgrywa podzial rozwinig¢ na skonczone i nieskonczone, a wsrod
nieskonczonych - na okresowe.

w h

Rozwiniecie (an)nen liczby dodatniej rzeczywistej A wzgledem systemu (g, )nen nazywamy skon-
czonym, jezeli istnieje taka liczba naturalna k, dla ktérej

\V/an:O

n>k

tj. wszystkie cyfry rozwiniecia od pewnego miejsca sa zerami. Rozwiniecie, ktore nie jest skonczone,
bedziemy nazywaé¢ nieskonczonym. Jezeli istniejg takie liczby naturalne k oraz t, dla ktérych

Y st =an #0

n>k

to rozwiniecie okreslamy jako okresowe.
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Uogdlnienie systemu pozycyjnego 5

Na wstepie zauwazmy, iz kazda liczba niewymierna w dowolnym systemie ma nieskoniczone rozwinigcie - wynika
to z faktu, iz cialo liczb wymiernych jest domknigte ze wzgledu na skoniczone sumy. Nie oznacza to bynajmniej,
ze kazda liczba wymierna posiada skonczone rozwiniecie. Mozemy réwniez poczyni¢ uwage, iz

oo

1
=
w sposéb oczywisty posiada rozwiniecie okresowe ze stata t = 1.

’_m )

W systemie zgodnym liczba moze posiadaé¢ rozwiniecie skonczone, jak i nieskonczone. Liczba postaci

A\ = Z CLL:i

- dn dk

mimo nieskonczonej reprezentacji nazywana bedzie liczba o rozwinieciu skonczonym, gdyz, zgodnie
z definicja, istnieje liczba naturalna k, dla ktoérej a, = 0 dla n > k.

2.1 Charakterystyka systeméw zgodnych

Twierdzenie. W kazdym zgodnym systemie pozycyjnym kazda liczba A > 0 ma co najwyzej jedno nieskonczone
rozwiniecie.

Dowdd. Zalézmy nie wprost, ze dla pewnej A istnieja dwa rézne ciagi cyfr wzgledem zgodnego systemu (¢y, )nen,
oznaczmy je jako (an)nen oraz (b, )nen niebedace stale réwne 0 od pewnego miejsca. Niech k € N bedzie pozycja,
na ktérej cyfry sie réznia po raz pierwszy, bez straty ogdlnoéci mozemy zalozyé, ze by > ap. Wowczas z réwnosci
rozwinie¢ A oraz na mocy (4):

= a b an = a b a = ¢ k a 1
Sy, Py, Ay, 1
n=1 In n=1 n n=k+1 In n=1 n n=k+1 In n=1 dn 9k
k—1 k—1 )
1 b b b
_ an + ar + < In Yk < Z U
el qn qk el dn qk ne1 In

Wszystkie nieréwnoéci okazuja sie réwnosciami, z czego wnioskujemy, iz by = ax + 1, a,, = ¢, oraz b, = 0 dla
n > k. Zatem rozwiniecie b, jest skoficzone, co przeczy zalozeniu. O

Twierdzenie. W systemie, ktéry nie jest zgodny, istnieje liczba, ktéra ma dwa rézne nieskoniczone rozwiniecia

(an)glle)N, (an)fe)N spelniajace a) < ¢, dla kazdego n € N, i € {1,2}.

Dowd6d. Mozemy bez straty ogélnosci zatozy¢, ze g1 = 1. Niech 1 < k € N bedzie najmniejszym indeksem, dla
ktérego gi nie dzieli gxy1. Wowcezas zachodzi oszacowanie na mocy (4):

oo dn -1
Z ’7(1” 1—‘ > Z l]n 1 :i

n=k+1 n n=k+1 qn K

Niech réznica miedzy tymi sumami b@dzw oznaczona jako € > 0. W przedziale (q— - 4+ 5) znajduje sie liczba

(Z)

niewymierna, oznaczmy ja jako A. al ’, = 0 z zalozenia o minimalnosci k dla i € {1,2}. Wéwczas

1
V= xg) > qu@kJ =1

Poniewaz liczba A jest niewymierna, posiada nieskoniczone rozwiniecie wzgledem ciagu (g, )nen % niezerowa cyfra
na k-tej pozycji. Jednakze biorac a,(f) = 0, w dalszym ciagu istnieje ciag spelniajacy a%) <cpdlan > k na

mocy ponizszego oszacowania:

[e's) (2) e} ’7 qn —‘
1 A Z an Z qn—1
— < — -
4k n=k+1 dn n=k+1 n
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Tym samym A posiada dwa nieskonczone rozwiniecia. To konczy dowdd tego faktu. O

Uzyskalismy pewna charakterystyke systeméw zgodnych poprzez jednoznacznosé nieskonczonego rozwinie-
cia. Mozemy zauwazy¢ takze, ze algorytm wyznaczania cyfr jest algorytmem zachtannym, tym niemniej mozna
konstruowa¢ inne rozwiniecia w dalszym ciagu spelniajace nieréwnosc a,, < ¢, dlan € N.

Twierdzenie. Dla kazdej liczby niewymiernej A € (0,2) istnieje ciag rosnacy (gn)nen liczb naturalnych o

wlasnosci g | g1, dla ktérego Y07 | qi.

Dowdéd. Niech (ay,)nen bedzie reprezentowana przez nieskonczony ciag postaci:

o0

a

A:Zzn’jl, an € {0,1} dlan € N
n=1

Innymi slowy, zapiszmy A w systemie binarnym. Niech (jn)nen bedzie ciagiem indeksow, dla ktérych (aj, ), o

zawiera wszystkie te wyrazy, dla ktérych a;, = 1; poniewaz A jest liczbg niewymierna, ciag indekséw musi byé

nieskoficzony. Biorac ¢, % 292 =1, otrzymujemy teze: ciag (Jn)nen jest ciagiem rosnacym, a zatem 27n—1 | 2Jn+1=1

natomiast druga czes¢ twierdzenia wynika z ponizszej sumy:

[e'S) a 9] 1 9] 1

p— n _ e JE—

R
n=1 n=1 n=1

3 Arytmetyka w systemach zgodnych

3.1 Dodawanie

Rozwazmy system zgodny (¢n)nen oraz dwie liczby dodatnie «, 8 o skoniczonych rozwinieciach (o, )nen 1
(Bn)nen odpowiednio. Niech & = max{n € N: a;, # 0V [, # 0} bedzie miejscem, od ktérego kazda kolejna
cyfra rozwiniecia zaréwno « jak i § jest zerem. Wéowcezas mozemy wykonaé¢ dodawanie:

e
dif +ﬂ*27n+zﬁn* Tn
n=1 an n=1 " n=1 q
gdzie ,, jest zadane ponizszym algorytmem?:

Tn = 07 k<n

k . . (6)
o= |0 Bt Pt o (1), 1<k

i=n l=n+1 bl

Uzyskujemy w ten sposéb ciag (v, )nen spelniajacy warunek v, < ¢, < b, dla kazdej liczby naturalnej n > 2.
Nietrudno si¢ przekonaé, iz (v, )nen jest rzeczywiscie rozwinigciem =, tj. zachodzi

k oo
Tn Tn
’}/ = —_— = —_—
I T dn

Dzialanie dodawania przeprowadza sie analogicznie jak w przypadku klasycznych systeméw pozycyjnych3. Dla

(k)

liczb «, [ o nieskonczonych rozwinieciach wystarczy wprowadzi¢ ciag sekwencji ((vn)neN i
€

opisany algoryt-
N

mem (6). Wowcezas:

. k
Yo = lim (o)

By przekonaé sie, iz granica ta istnieje, a wiec reprezentacja jest dobrze okreslona, wystarczy zauwazy¢, iz dla
(k)

nen Jest staly od pewnego miejsca.

kazdego n € N ciag (vn)

2Przyjmijmy = mod (c1 + 1) = & mod oo = z. Przypomnijmy, iz dla pozostatych n € N zachodzi by, = ¢, + 1.
3Wystarczy zauwazyé, iz powyzszy algorytm realizuje dodawanie ,w stupku”.
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Oznaczenie <

Niech a = (a1, a3,...), 8 = (01, B2, . ..) beda rozwinieciami w pewnym systemie zgodnym. Mozemy
zdefiniowaé operacje dodawania reprezentacji liczb:

(alaa2v oo ) + (617&2, 0o ) déf (717’727 00 )

gdzie (vn)nen jest rozwinieciem f o+ B wyznaczonym przez operacje dodawania.

\ J

Wynikiem dodawania moze by¢ nieskonczony ciag odpowiadajacy liczbie o skonczym rozwinigciu. Odpowiada
to sytuacji znanej z systemu dziesigtnego % + % =0.333...4+0.666...=0.999... =1.

W systemach, ktére nie sa zgodne, powyzsze zaleznosci na ogél nie sa prawdziwe. Rozwazmy ¢, = n
oraz o = % = (0,0,1,0,0,...), B = % = (0,0,2,0,0,...). Poniewaz c5 = 2 < a3 + 33 oraz ¢y = 3, zgodnie z
algorytmem (6) otrzymujemy:

2

‘”"T% mod 4 =[0+1] mod4=1

. az+ B2 az+ P3| 3| _
71—{0414-514- 1 + 3.1 J_LO_FHJ_O

73 = lag + 03] mod3=0, = {az+ﬁ2+

Ale v =(0,1,0,0,...) = 1 # %, sprzecznosé.

3.2 Odejmowanie

Zanim przejdziemy do odejmowania, nalezy zastanowié sie, jak, zgodnie z algorytmem wyznaczania cyfr (1),
wygladaja reprezentacje liczb ujemnych. Niech A < 0 bedzie liczba rzeczywista. Zauwazmy, ze z dodatniosci ¢q
wynika, iz a; = |Ag1| < 0. Wowczas A — L%lj
dla wszystkich liczb naturalnych n > 2. Przy takiej konwencji algorytm (6) pozostaje prawidlowy réwniez dla
odejmowania - wéwczas odejmowanie traktujemy jako dodawanie liczby ujemne;j.

M A

Dla ¢, = 10"~ ! rozwiniecia liczb ujemnych nie odpowiadaja klasycznym rozwinieciom dziesietnym:;
przyktadowo:

> 0 - tym samym nieréwno$¢ 0 < a,, < ¢, pozostaje prawdziwa

_% = (~1,6,6,...) # (0,—3,-3,...) = —(0,3,3,...)

4 Systemy absolutnie zgodne

Z pewnych wzgledow interesowac beda nas te systemy, w ktérych relatywnie tatwo mozna zweryfikowaé wymier-
no$¢ zadanej liczby rzeczywistej na podstawie jej rozwinigcia. Sekcje te rozpoczniemy od waznego twierdzenia.

Twierdzenie. Niech \ posiada nieskorficzone rozwiniecie wzgledem zgodnego systemu (g, )nen oraz niech dla
kazdej liczby pierwszej p € IP istnieje nieskoiczenie wiele liczb n € N, dla ktérych p|b,,, gdzie*

Wowcezas A jest liczba niewymierna.

Dowdéd. Przede wszystkim zauwazmy, ze by = g1 oraz 1 < b, 11 € N dla wszystkich n € N na mocy zgodnosci.
Zalézmy, ze A = % dla pewnych liczb naturalnych r, s. Z zalozenia mozemy dobra¢ n odpowiednio duze tak, by
s|by ... by = qn. Wystarczy pokazaé, ze zachodzi

r Qg
)\:;:Z—

lek

n

4Przyjmijmy [lp=1
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co zaprzeczy nieskoniczonosci rozwinigcia. Poniewaz system jest zgodny, to dla kazdego ciagu (¢, )nen zachodzi
b1 dn An
dla pewnego t € N. Ale skoro A posiada nieskoficzone rozwiniecie, to na mocy (4):

> ag 1
> e

k=n-+1

Nie istnieje jednak € € (0, i) - (O, %), dla ktoérego

b r
A=—+e=-
S S
Zatem ay = 0 lub ay = ¢ dla k > n, co jest sprzecznoécia. (Il

Kazda liczba o nieskoniczonym rozwinieciu wzgledem systemu silniowego g, = n! jest niewymierna.
W szezegélnosci e ¢ Q. Réwniez liczby Bessela 1y(2) oraz Jy(2) sa niewymierne - maja nieskonczone
rozwinigcie w systemie g, = (n!)?2.

Zalozenia poprzedniego twierdzenia prowadza nas do nastepnej wlasnosci pewnej klasy systeméw pozycyjnych.

System zgodny nazywamy absolutnie zgodnym, jezeli kazda liczba wymierna posiada skonczone
rozwiniecie w tym systemie.

Zalozenie o zgodnodci jest istotne: istnieja niezgodne systemy, w ktérych kazda liczba wymierna posiada skon-
czone rozwiniecie, np. ¢, = n! dla prawie wszystkich n € N. Naturalne jest pytanie, pod jakimi warunkami
kazda liczba wymierna posiada skoficzone rozwinigcie.

Hipoteza. W systemie (g, ),y kazda liczba wymierna posiada skoficzone rozwiniecie wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdej liczby pierwszej p € P istnieje nieskoficzenie wiele n € N spelniajacych p| by, gdzie ciag (by)nen jest
zdefiniowany jak w poprzednim twierdzeniu.

Hipoteza. Jezeli system (gn), oy nie jest zgodny i kazda liczba wymierna posiada skoficzone rozwinigcie, to
istnieje podciag (qx, ), cy tworzacy system absolutnie zgodny.

Ponizszy lemat jest technicznym narzedziem pozwalajacym w inny sposéb badaé¢ niewymierno$é zadanej
liczby; oparty jest na sumach Cesaro.

Lemat. Rozwazmy system absolutnie zgodny. Jezeli zachodzi

lim 12%6(071) (7)

to liczba jest niewymierna.

Dowédd. Zalézmy, ze A jest wymierna, woéwczas na mocy poprzedniego twierdzenia od pewnego miejsca, oznacz-
my jako k € N (przyjmijmy k > 2), ma rozwiniecie stale réwne 0. Wéwczas zachodzi:

0o a k—1 0o 0
ey oy eyl
1 v A 0
Bezposrednie obliczenia wskazuja, iz:
k—1 n
1 Kaj 1 ; 0 k—2
0< lim S Y < lim G432 ) = lim —0¢(0,1)
n—oon — 1 4~ ¢; n—oomn —1 \ 4~ ¢; e n—oom — 1
j=2 7 j=2 7 =k
To konczy dowdd. ]
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’_m )

Twierdzenie przeciwne nie jest przeciwne, wystarczy rozwazy¢ g, = n! oraz A = e:

Dodajmy réwniez, ze wprowadzony lemat nie méwi nic o istnieniu granicy (7).

\. J

Przyklad. Pokazemy niewymierno$é é Niech ¢, = n! bedzie absolutnie zgodnym systemem silniowym, (a, )nen
rozwinieciem liczby é Mozemy zauwazy¢, iz

I (-1 & 2 4 6
- = = =0+ +0+—+0+ = +0+...=(0,0,2,0,4,0,6,0,...
¢ n; ! ;(2n+1)! Ty 0t g 004 =(0,0.2,0.4,0.6,0...)

Z faktu, iz a,, = ¢, dla niezerowych wartosci a,,, bezposrednio widaé, iz ciag sum Cesaro zbiega do %:

1 n L'rz;lJ 1
G 2 med D = T
=
Na mocy lematu % musi by¢ niewymierna.
Hipoteza. Dla kazdej liczby niewymiernej 0 < A < 1 istnieje system absolutnie zgodny (¢, )nen, dla ktérego
o0
1
A= —
>

n=1

5 Systemy zdegenerowane

Na koniec wprowadzmy pojecie systemu zdegenerowanego.

Rosnacy ciag (gn)nen liczb naturalnych nazywamy systemem zdegenerowanym, jezeli szereg
o0

1. .
Z — jest rozbiezny.

n=1 1"

Na mocy uwagi (5) system zdegenerowany nie moze byé zgodny. Jest takze oczywiste, ze z racji rozbieznosci
szeregu przedstawienie dowolnej liczby nie jest jednoznaczne® - dla kazdej liczby mozemy zazadaé, by a, = 0
dla n < k, gdzie k jest dowolnie duza liczba naturalna. Modyfikujac algorytm (1) w podany sposéb

ar < min {1, [\q1]}

n
def . a
Apyr = mind 1, | [ A= E el
— In

mozemy wyznaczy¢ rozwinigcie dowolnej liczby A > 0 w szereg postaci

Z:a—n, an €{0,1} dlan e N
n=1 Q'fl

W szczegdlnosci, kazda liczba dodatnia jest suma postaci:

A:Z%’Z an € {0,1} dlaneN

n=1

5Mowa tu o rozwinieciach innych niz utworzonych za pomoca algorytmu (1).
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6 Zalaczniki

Ponizej przedstawiono kod do programu Mathematica pozwalajacy wyznaczyé¢ cyfry w wybranym systemie
(niezgodnym lub nawet zdegenerowanym).

$MaxExtraPrecision = 150;

UtworzSystem[cyfr_, ciag_] := Module[{i, system}, system = {};
For[i = 1, i < cyfr, i++, AppendTol[system, ciag[ill];
Return[system];];

WyznaczCyfry[system_, x_] := Module[{cyfry, i}, cyfry = {};

For[i = 1, i <= Length[system], i++,
AppendTo [cyfry,
Floor[(x - Sum([cyfry[[k]]/system[[k]], {k, 1, i - 1}]) system[[
i]1 11]; Return([cyfryl;];

MaksymalneCyfry[system_] := Module[{cyfry, i}, cyfry = {Infinity};

For[i = 2, i <= Length[system], i++,
AppendTo[cyfry, Ceiling[system[[i]]/system[[i - 1]]] - 11];
Return[cyfryl;];
Dodajliczby[system_, x_, y_] :=
Module[{cx, cy, R, S, cz, cyfry}, cx = WyznaczCyfryl[system, x];
cy = WyznaczCyfryl[system, y]; cyfry = MaksymalneCyfry[system] + 1;
Slj_, k] :=
Floor[Sum[(cx[[k - i + j11 + cyllk - i + j11)/
Product [cyfry[[m]l], {m, j + 1, k - i + j}1, {i, j, k}11;
R[j_, k] := If[j !'= 1, Mod[S[j, k1, cyfry[[j11], S[j, k11;
cz = Table[R[i, Length[system]], {i, 1, Length[system]}];
Return[cz];];
CzyZgodny [system_] := Module[{i, zgodnyl}, zgodny = True;
For[i = 2, i <= Length[system], i++,
If [Not[Element [system[[i]]/system[[i - 1]], Integers]],
zgodny = False; Break;]];
If [zgodny, Return["System jest zgodny."],
Return["System nie jest zgodny."11];
SumaCesaro[system_, x_] :=
Module [{cyfry, maksymalnel}, cyfry = WyznaczCyfry[system, x];
maksymalne = MaksymalneCyfry[system];
1/(Length[system] - 1)
Sum[cyfry[[j]]/maksymalne[[j]1], {j, 2, Length[system]}]];

System tworzy lista kolejnych wyrazéw ciagu skonczonego (¢1, ..., qn), zastosowanie niektérych funkcji podaje
ponizszy przyklad:

System = UtworzSystem[50, #1! &];
WyznaczCyfry[System, 1/E]
DodajLiczby[System, 1/E, E]
MaksymalneCyfry [System]

CzyZgodny [System]

tworzacy piecdziesieciocyfrowy (N = 50) system silniowy, ktéry wyznacza cyfry liczb %, e+ % Dodatkowo
sprawdzany jest ciag (cy,...,cn) oraz zgodno$é tego systemu.
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