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ELEMENTY RACHUNKU WARIACYJNEGO

Zaczniemy od ogélnych uwag nt. rachunku wariacyjnego, ktéry jest bardzo
przydatnym narzedziem mogacym postuzy¢ do rozwigzywania wielu
probleméw praktycznych, nie tylko z zakresu fizyki.

Dana jest funkcja F(y(x),y’(x),x) i dwa punkty Py = (x1,y1) i

P2 = (x2, y2) takie, ze y1 = y(x1) i y2 = y(x2).

Ekstremalnie fajne réwnani TR




ELEMENTY RACHUNKU WARIACYJNEGO

Méwimy, ze catka
X2

= [ F(y(x).5/(x).x) dx
x1
ma minimum lub maksimum dla pewnej rézniczkowalnej krzywej y(x) o
poczatku w punkcie Py i koficu w punkcie P», jesli dla kazdej innej, bliskiej,

rézniczkowalnej krzywej y(x) o tych samych koncach osiagga odpowiednio
wartos¢ wieksza lub mniejsza.

Ekstremalnie fajne réwnani TR




ELEMENTY RACHUNKU WARIACYJNEGO

Innymi stowy, rozpatrujemy wszystkie rézniczkowalne krzywe pomiedzy

punktami P; i P, i wybieramy ta, ktéra ekstremalizuje zdefiniowang wyzej
catke.

Poszukiwana krzywa y(x) ekstremalizuje catke /.

Ekstremalnie fajne r6
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PROBLEMY WARIACYJNE

Po raz pierwszy tego typu problem sformutowat Johann Bernoulli w 1696 r.
Przyktad 1: Brachistochrona Bernoulliego. Poszukujemy krzywej rozpietej
pomiedzy zadanymi punktami Py i Py, po ktérej punkt materialny o masie

m zsunie sie w jednorodnym polu grawitacyjnym bez tarcia w najkrétszym
czasie.

Pi(0,0)

Na nieskonczenie krotkiej
7 drodze”ds. predkos¢ \./_jeSt w
przyblizeniu stata, wiec
dt = 48
.

m

Py(x9, y0)

Ekstremalnie fajne réwnani TR




PROBLEMY WARIACYJNE

Catkowity czas ruchu punktu materialnego pomiedzy punktami Py i P, jest

réwny catce
T P, Pzd
/ dt = / it = T= / &
J v
0 Py Py

gdzie

2
d
ds =/(dx)? + (dy)? = |1+ <d)/> dx =4/1+ (y")?dx
x

Skorzystajmy z zasady zachowania energii w polu grawitacyjnym

1
Emv2 = mgy = v =/28y

gdzie uwzglednilismy fakt, ze 0§ Oy uktadu kartezjanskiego jest skierowana
w dot.

Ekstremalnie fajne r6
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PROBLEMY WARIACYJNE

Musimy zatem zminimalizowaé catke

X2 X2
1+ y/2 1 1+ y/2
T = / dx = / dx
28y V2g y
X1 X1

Zauwazmy, ze funkcja F ma w tym przypadku posta¢

1_|_y/2
y

F(y,y') =

gdyz staty czynnik wystepujacy przed catka nie wptywa na to, dla jakiej
funkgji bedzie mie¢ ona ekstremum.

Ekstremalnie fajne réwnani E Biepn s 200
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PROBLEMY WARIACYJNE

Przyktad 2: Minimalna powierzchnia obrotowa. Poszukujemy krzywej
rozpietej pomiedzy zadanymi punktami Py i Py, ktéra w wyniku obrotu o
kat petny wzgledem osi Ox utworzy bryte o najmniejszej powierzchni.
Promien y nieskonczenie cienkiego paska o
szerokosci ds jest w przyblizeniu staty, wiec
' jego powierzchnia

dS = 2wyds,

gdzie tak jak poprzednio

ds = /(dx)2 + (dy)? = /1 + (y')2dx

Ekstremalnie fajne r6
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PROBLEMY WARIACYJNE

powierzchnia bryty obrotowej wyraza sie wzorem

P X2
S :/27ryds = 271'/ yi/1+ y2dx
Py X1
Funkcja F ma w tym przypadku postaé

F(y,y") =y\1+4y?

gdyz czynnik 27 wystepujacy przed catka nie wptywa na to, dla jakiej
funkcji bedzie mie¢ ona ekstremum.
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ELEMENTY RACHUNKU WARIACYJNEGO

Leonhard Euler (1707-1783) sprowadzit problem wariacyjny do réwnan
rézniczkowych.

Jest to réwnanie Eulera—Lagrange’a, ktérego spetnienie jest warunkiem
koniecznym na to, aby catka

1= [ Fy().y/ (). x)ax

miata ekstremum dla krzywej y(x) o ustalonych wpétrzednych punktéw
koficowych: y1 = y(x1) i y2 = y(x2).

Ekstremalnie fajne réwnani T




ELEMENTY RACHUNKU WARIACYJNEGO

Réwnanie Eulera—Lagrange’a jest réwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu.
W przypadku gdy funkcja F nie zalezy bezposrednio od zmienne;j
niezaleznej x, tzn. F(y,y’,x) = F(y,y’), jedno catkowanie mozna fatwo
wykona¢ i réwnanie Eulera—Lagrange’a sprowadza sie do réwnania

oF
F— y'a—y/ = const.

Ekstremalnie fajne réwnani T



ELEMENTY RACHUNKU WARIACYJNEGO

Dla dowodu pokazemy, ze pochodna wyrazenia po lewej stronie réwnania
znika.

Obliczmy

d (p_OF\_0oF , OF »_ ,0F ,d0F _
y@y’ _8yy 8y’y y@y’ ydx(“)y’_

gdzie w ostatniej réwnosci skorzystaliSmy z réwnania Eulera—Lagrange’a.
Z taka sytuacja mieliSmy wtasnie do czynienia w obu rozpatrzonych
wczesniej przyktadach probleméw wariacyjnych.

Ekstremalnie fajne r6
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TROCHE MATEMATYKI

Niech X = C!([to, t1],R"). Rozpatrzmy funkcjonat ® okreslony na
przestrzeni X dany wzorem

O(x) = / L(x(£), X'(¢), t)dt

Funkcjonat ® nazywamy funkcjonatem dziatania. Bedziemy zaktada¢, ze
L: R?" x [ty, t1] — R ma ciagte pochodne czastkowe drugiego rzedu.

Twierdzenie 1

Funkcjonat & jest rézniczkowalny w kazdym punkcie x € X, a jego
pochodna wyraza sie wzorem:

t
" 1oL d oL n
, Ee— e .
@ ()h = / (Z |f3Xi dt 8x}] h') de+ ;

i, \i=L

t=t1
0L

Oox!
I lt=tgy

Ekstremalnie fajne réwnani Y




TROCHE MATEMATYKI

Niech V bedzie hiperptaszczyzng w X dang wzorem
V={xe€ X: x(t) = x0,x(t1) = x1 }
gdzie xp | x; sg ustalonymi punktami z R". Wéwczas:

Whiosek 1

Pochodna funkcjonatu ®: V — R wyraza sie wzorem:

d oL
”—Z/[ax, dt@x{] hidt

I]'t

Ekstremalnie fajne r6
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TROCHE MATEMATYKI

Bedziemy rozpatrywali funkcjonat & tylko na hiperptaszczyznie V. Funkcje
x € V nazywamy ekstremala funkcjonatu @, jezeli &'(x) = 0.
Oczywiscie funkcjonat ® moze mie¢ ekstermum tylko na ekstremali.

Twierdzenie 2
Funkcja x € V jest ekstremalg funkcjonatu ® wtedy i tylko wtedy, gdy

doL oL

S i=1,2,...
dtox  ox 0 ooon
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ZASADA HAMILTONA

Irlandzki matematyk William Rowan Hamilton (1805-1865) sformutowat
zasade minimalnego (stacjonarnego) dziatania, ktéra brzmi nastepujaco.

Zasada Hamiltona

Ruch ukfadu mechanicznego o n stopniach swobody od chwili poczatkowej
t; do chwili koficowej t, przebiega tak, ze dziatanie

t2
5:/L(q17q27"‘7qn7q17q27“'7qn7t) dt
t1

jest minimalne (stacjonarne), tzn. S = 0.

Wariacje wspétrzednych uogdlnionych w chwili poczatkowej i koficowej
musza przy tym znikaé

dqi(t1) = dqi(t2) =0, i=12,...,n.

Ekstremalnie fajne réwnani T




