
Ekstremalnie fajne równania



ELEMENTY RACHUNKU WARIACYJNEGO

Zaczniemy od ogólnych uwag nt. rachunku wariacyjnego, który jest bardzo

przydatnym narz¦dziem mog¡cym posªu»y¢ do rozwi¡zywania wielu

problemów praktycznych, nie tylko z zakresu �zyki.

Dana jest funkcja F (y(x), y ′(x), x) i dwa punkty P1 = (x1, y1) i

P2 = (x2, y2) takie, »e y1 = y(x1) i y2 = y(x2).
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ELEMENTY RACHUNKU WARIACYJNEGO

Mówimy, »e caªka

I =

x2∫
x1

F
(
y(x), y ′(x), x

)
dx

ma minimum lub maksimum dla pewnej ró»niczkowalnej krzywej y(x) o

pocz¡tku w punkcie P1 i ko«cu w punkcie P2, je±li dla ka»dej innej, bliskiej,

ró»niczkowalnej krzywej ȳ(x) o tych samych ko«cach osi¡ga odpowiednio

warto±¢ wi¦ksz¡ lub mniejsz¡.
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ELEMENTY RACHUNKU WARIACYJNEGO

Innymi sªowy, rozpatrujemy wszystkie ró»niczkowalne krzywe pomi¦dzy

punktami P1 i P2 i wybieramy t¡, która ekstremalizuje zde�niowan¡ wy»ej

caªk¦.

Poszukiwana krzywa y(x) ekstremalizuje caªk¦ I .
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PROBLEMY WARIACYJNE

Po raz pierwszy tego typu problem sformuªowaª Johann Bernoulli w 1696 r.

Przykªad 1: Brachistochrona Bernoulliego. Poszukujemy krzywej rozpi¦tej

pomi¦dzy zadanymi punktami P1 i P2, po której punkt materialny o masie

m zsunie si¦ w jednorodnym polu grawitacyjnym bez tarcia w najkrótszym

czasie.

Na niesko«czenie krótkiej

drodze ds pr¦dko±¢ v jest w

przybli»eniu staªa, wi¦c

dt = ds

v
.
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PROBLEMY WARIACYJNE

Caªkowity czas ruchu punktu materialnego pomi¦dzy punktami P1 i P2 jest

równy caªce
T∫
0

dt =

P2∫
P1

dt ⇒ T =

P2∫
P1

ds

v

gdzie

ds =
√

(dx)2 + (dy)2 =

√√√√1 +

(
dy

dx

)2

dx =
√
1 + (y ′)2dx

Skorzystajmy z zasady zachowania energii w polu grawitacyjnym

1

2
mv2 = mgy ⇒ v =

√
2gy

gdzie uwzgl¦dnili±my fakt, »e o± Oy ukªadu kartezja«skiego jest skierowana

w dóª.
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PROBLEMY WARIACYJNE

Musimy zatem zminimalizowa¢ caªk¦

T =

x2∫
x1

√
1 + y ′2

2gy
dx =

1√
2g

x2∫
x1

√
1 + y ′2

y
dx

Zauwa»my, »e funkcja F ma w tym przypadku posta¢

F (y , y ′) =

√
1 + y ′2

y

gdy» staªy czynnik wyst¦puj¡cy przed caªk¡ nie wpªywa na to, dla jakiej

funkcji b¦dzie mie¢ ona ekstremum.
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PROBLEMY WARIACYJNE

Przykªad 2: Minimalna powierzchnia obrotowa. Poszukujemy krzywej

rozpi¦tej pomi¦dzy zadanymi punktami P1 i P2, która w wyniku obrotu o

k¡t peªny wzgl¦dem osi Ox utworzy bryª¦ o najmniejszej powierzchni.
Promie« y niesko«czenie cienkiego paska o

szeroko±ci ds jest w przybli»eniu staªy, wi¦c

jego powierzchnia

dS = 2πyds,

gdzie tak jak poprzednio

ds =
√

(dx)2 + (dy)2 =
√
1 + (y ′)2dx
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PROBLEMY WARIACYJNE

powierzchnia bryªy obrotowej wyra»a si¦ wzorem

S =

P2∫
P1

2πyds = 2π

x2∫
x1

y
√
1 + y ′2dx

Funkcja F ma w tym przypadku posta¢

F (y , y ′) = y
√
1 + y ′2

gdy» czynnik 2π wyst¦puj¡cy przed caªk¡ nie wpªywa na to, dla jakiej

funkcji b¦dzie mie¢ ona ekstremum.
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ELEMENTY RACHUNKU WARIACYJNEGO

Leonhard Euler (1707�1783) sprowadziª problem wariacyjny do równa«

ró»niczkowych.

∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y ′
= 0

Jest to równanie Eulera�Lagrange'a, którego speªnienie jest warunkiem

koniecznym na to, aby caªka

I =

x2∫
x1

F (y(x), y ′(x), x)dx

miaªa ekstremum dla krzywej y(x) o ustalonych wpóªrz¦dnych punktów

ko«cowych: y1 = y(x1) i y2 = y(x2).
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ELEMENTY RACHUNKU WARIACYJNEGO

Równanie Eulera�Lagrange'a jest równaniem ró»niczkowym drugiego rz¦du.

W przypadku gdy funkcja F nie zale»y bezpo±rednio od zmiennej

niezale»nej x , tzn. F (y , y ′, x) = F (y , y ′), jedno caªkowanie mo»na ªatwo

wykona¢ i równanie Eulera�Lagrange'a sprowadza si¦ do równania

F − y ′
∂F

∂y ′
= const.
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ELEMENTY RACHUNKU WARIACYJNEGO

Dla dowodu poka»emy, »e pochodna wyra»enia po lewej stronie równania

znika.

Obliczmy

d

dx

(
F − y ′

∂F

∂y ′

)
=
∂F

∂y
y ′ +

∂F

∂y ′
y ′′ − y ′′

∂F

∂y ′
− y ′

d

dx

∂F

∂y ′
=

= y ′
(
∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y ′

)
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0

gdzie w ostatniej równo±ci skorzystali±my z równania Eulera�Lagrange'a.

Z tak¡ sytuacj¡ mieli±my wªa±nie do czynienia w obu rozpatrzonych

wcze±niej przykªadach problemów wariacyjnych.
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TROCH� MATEMATYKI

Niech X = C 1([t0, t1],Rn). Rozpatrzmy funkcjonaª Φ okre±lony na

przestrzeni X dany wzorem

Φ(x) =

t1∫
t0

L(x(t), x ′(t), t)dt

Funkcjonaª Φ nazywamy funkcjonaªem dziaªania. B¦dziemy zakªada¢, »e

L : R2n × [t0, t1]→ R ma ci¡gªe pochodne cz¡stkowe drugiego rz¦du.

Twierdzenie 1

Funkcjonaª Φ jest ró»niczkowalny w ka»dym punkcie x ∈ X , a jego

pochodna wyra»a si¦ wzorem:

Φ′(x)h =

t1∫
t0

 n∑
i=1

[
∂L

∂xi
− d

dt

∂L

∂x ′
i

]
hi

 dt +
n∑

i=1

[
hi
∂L

∂x ′
i

]t=t1

t=t0
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TROCH� MATEMATYKI

Niech V b¦dzie hiperpªaszczyzn¡ w X dan¡ wzorem

V = {x ∈ X : x(t0) = x0, x(t1) = x1}

gdzie x0 i x1 s¡ ustalonymi punktami z Rn. Wówczas:

Wniosek 1

Pochodna funkcjonaªu Φ: V → R wyra»a si¦ wzorem:

Φ′(x)h =
n∑

i=1

t1∫
t0

[
∂L

∂xi
− d

dt

∂L

∂x ′
i

]
hidt
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TROCH� MATEMATYKI

B¦dziemy rozpatrywali funkcjonaª Φ tylko na hiperpªaszczy¹nie V . Funkcj¦

x ∈ V nazywamy ekstremal¡ funkcjonaªu Φ, je»eli Φ′(x) = 0.

Oczywi±cie funkcjonaª Φ mo»e mie¢ ekstermum tylko na ekstremali.

Twierdzenie 2

Funkcja x ∈ V jest ekstremal¡ funkcjonaªu Φ wtedy i tylko wtedy, gdy

d

dt

∂L

∂x ′
i

− ∂L

∂xi
= 0, i = 1, 2, . . . , n
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ZASADA HAMILTONA

Irlandzki matematyk William Rowan Hamilton (1805�1865) sformuªowaª

zasad¦ minimalnego (stacjonarnego) dziaªania, która brzmi nast¦puj¡co.

Zasada Hamiltona

Ruch ukªadu mechanicznego o n stopniach swobody od chwili pocz¡tkowej

t1 do chwili ko«cowej t2 przebiega tak, »e dziaªanie

S =

t2∫
t1

L(q1, q2, . . . , qn, q̇1, q̇2, . . . , q̇n, t) dt

jest minimalne (stacjonarne), tzn. δS = 0.

Wariacje wspóªrz¦dnych uogólnionych w chwili pocz¡tkowej i ko«cowej

musz¡ przy tym znika¢

δqi (t1) = δqi (t2) = 0, i = 1, 2, . . . , n.
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