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Kilka stow o liczbach Liouville’a

Definicja 1. Liczbe a € C nazywamy liczbg algebraiczng, jezeli istnieje taki niezerowy
wielomian f € Z[x], Ze f(a) = 0. Wszystkie liczby zespolone, ktore nie sq algebraiczne
nazywamy liczbami przestepnymi. Stopniem liczby algebraiczne) a nazywamy minimalny
stopien wielomianu niezerowego f € Zlx| takiego, ze f(a) = 0.

Twierdzenie 2 (Liouville’a o aproksymacji diofantycznej). Niech o bedzie niewymierng
liczbg algebraiczng stopnia n. Wowczas istnieje taka stata A > 0, Ze dla dowolnych a,b €

Z, b > 0 zachodzi nierownosc:
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Dowdd. Niech niezerowy wielomian f(x) = ag + a1z + ... + a,2™ € Z|[x] bedzie taki, ze
f(a) = 0. Niech M = max{|f'(z)|: « € [« — 1, + 1]}, dalej niech:
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A< min{l,M,|oz—ocl|,...,|oz—ozm\}
gdzie aq, ..., q,, sa parami roznymi pierwiastkami wielomianu f réznymi od «a. Przypu-
sSmy, ze teza twierdzenia nie zachodzi dla pewnych a,b € Z, b > 0. Wtedy mamy:
a A ) 1 .
a-- < b <A<m1n{1,M,|a—a1|,...,|a—am|} <min{l,|a—aq|,...,|a—any|}

Stad mamy, ze § € [a — 1,a + 1] oraz, ze Nicf1,.my § 7# Q- Z twierdzenia Lagrange’a o

wartosci $redniej otrzymujemy, ze istnieje takie & lezace miedzy o i %, ze:

f@-1(3)=(a-3) 1@

Zauwazmy, ze f'(§) # 0, poniewaz § nie jest pierwiastkiem f oraz a # . Stad mamy:

F(g)=r@] |£(s)
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Policzmy: ’ f (
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Sprzecznosé. O

Twierdzenie 3 (Twierdzenie Thue-Siegela-Rotha, 1955). Niech a € R bedzie liczbg al-
gebraiczng oraz € > 0. Wowczas istnieje co najwyzej skonczenie wiele liczb wzglednie
pierwszych a € Z oraz b € N takich, ze:




Definicja 4 (Liczby Liouville’a). Liczbe A € R nazywamy liczbg Liouville’a, jezeli:
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Zbior wszystkich liczb Liouville’a oznaczamy symbolem L.
Uwaga 5. Zauwazy, ze wszystkie liczby Liouville’a sa niewymierne.

Dowadd. Niech X bedzie liczba Liouville’a. Przypu$émy nie wprost, ze A € QQ, tzn. istnieja
takie liczby ¢, d € Z, ze A = . Niech n € N bedzie takie, ze 2"~1 > d. Dla tak dobranego
n, z definicji liczb Liouville’a, istnieja liczby p, q € Z,q > 1, takie ze g # 5 oraz:
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Co daje sprzecznosc. O]
Twierdzenie 6 (Liouville, 1844). Wszytstkie liczby Liouville’a sq liczbami przestepnymi.

Dowéd. Niech X bedzie liczbg Liouville’a. Przypusémy, ze A jest liczba algebraiczna (stop-
nia n). Na mocy uwagi 5 A jest liczba niewymierna. 7 twierdzenia 2 istnieje stata L > 0

taka, ze dla wszystkich p,q € Z, ¢ > 1 mamy: ‘)\ — %‘ > q%. Niech r € N bedzie takie, ze
2% < L. Niech p,q € Z, ¢ > 1 beda takie, ze 0 < ‘)\ — g‘ < -1 Stad dalej:
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Sprzecznosé. O
Twierdzenie 7. Niech liczby c¢; € {1,2,3,...,9} dla i € N oraz niech v = Y272, 5.

Wowczas x jest liczbg Liouville’a.

Dowdd. Ustalmy n € N. Niech s, = 37, 1. Dalej niech ¢ = 10™ oraz p € N bedzie
takie, ze s, = g. Zachodzi nieré6wnosc¢:
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Whniosek 8. Zbior wszystkich liczb Liouville’a jest zbiorem mocy continuum.
Whiosek 9. Niech a € QN (0,1). Wowezas x = 322, a™ jest liczbg Liouville’a.

Definicja 10. Stalq Liouville’a nazywamy liczbe:
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Twierdzenie 11. Zbior wszystkich liczb Liouville’a z przedziatu [0, 1] jest zbiorem miary
(Lebesgue’a) 0.



Dowéd. Ustalmy € > 0 oraz niech n € N bedzie na tyle duze, aby > ;°, b,f%l < ¢ Niech
A € [0, 1] bedzie liczba Liouville. Wtedy dla dowolnego n € N istnieja takie a,b € Z, b > 1

takie, ze zachodzi nieré6wnos¢ ‘/\ -5

jest mniejsza niz % oraz A € [0,1] , to —% <a< %b Pamictajac, ze a € Z otrzymujemy,
ze a moze przyjmowaé¢ co najwyzej jedna z 2b wartosci. Stad A lezy w jednym z co
najwyzej 2b przedziatow o dtugosci % Zatem miara zbioru liczb Liouville’a jest mniejsza

niz Y%, 42 <e. O

< bin Zauwazmy, ze jezeli prawa strona nieréwnosci

Twierdzenie 12. Niech \ bedzie liczbg Liouville’a, a,b € Q, a # 0, wtedy aX + b jest
liczbg Liouville’a.

Dowdéd. Zauwazmy, ze:
N\ A+a€el (%)

AEL,a€Z

Ustalmy A € L, a € Z oraz n € N. Niech p € Z oraz q € N beda takie, ze ’)\ — g‘ < =
Policzmy:
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Udowodnimy, ze:
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AEL,qeQ

Ustalmy A € L oraz § € Q (a,b € Z, b > 1) oraz n € N. Niech n < m € N bedzie tak
duze, aby:
’a|bn71 < 2mfn
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Dla tak dobranego m, niech p,q € Z, ¢ > 1 beda takie, ze ‘)\ — g’ < —=. Zauwazmy, ze

qm
zachodzi nieré6wnoscé:
|a|bn—1 < 2m—n < qm—n
o _ 1
bg™ (bg)"
Policzmy:
a, ap‘_|a| |)\ p<|a| 1< 1
b© b q] b q) b g™ (bg)"
Zauwazmy, ze z (%) oraz z (%) wynika teza. O

Whniosek 13. Zbiér wszystkich liczb Liouville’a jest zbiorem gestym w R.

Dowdd. Niech A bedzie dowolng liczba Liouville’a. Rozwazmy zbiér AQ = {¢\: ¢ € Q}.
Zauwazmy, ze zbior A\Q jest gestym podzbiorem R. Na mocy twierdzenia 12 \Q C L. [

Twierdzenie 14 (P. Erdés, 1961). Niech 0 # x € R. Wtedy istniejq takie liczby Liouvil-
le’a o, 3,7,0, ze:

r=a+ =70
Twierdzenie 15 (Lindemann, 1885). Jesli liczby aq,as, .. ., a, sq niezerowymi, parami
roznyma liczbami algebraicznymi, to dla Zadnych liczb algebraicznych ¢y, co, ..., ¢, nie za-

chodzi réwnosé:
e + e+ ...+ =0



Whiosek 16. Dla dowolnej algebraicznej o # 0 liczba e® jest przestepna.

Twierdzenie 17 (Gelfond—Schneider, 1934). Niech «, 3 bedqg liczbami algebraicznymi
takimi, ze o # 0, log o # 0 oraz 3 jest liczbg niewymierng, wtedy of jest liczbg przestepna.

Whniosek 18. Ponizsze liczby sa liczbami przestepnymi:
o ™ (tzw. stala Gelfond’a) !
e 2V2 (tzw. stala Gelfond-Schneider’a)
Twierdzenie 19. Ponizsze liczby sq liczbami przestepnymi:
e ¢ (Ch. Hermite, 1873)
e 7 (F. Lindemann, 1882)
e sinq, cosa, tga, jezeli 0 # « jest liczbg algebraiczng
e Ina, jezeli a & {0, 1} jest liczbg algebraiczng
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Uwaga 20. Obecnie nie wiadomo czy liczby we, m+e¢, e, n™, 7€, v = lim,,_, ( ) % —1In n),

¢(3) (?) sa liczbami przestepnymi czy nie.

Literatura

[1] P. Erdés, Representations of real numbers as sums and products of Liouville numbers,
Budapest, 1961

[2] M. Filaseta, The Beginnings of Transcendental Numbers, Columbia, 2001

[3] A. Mostowski, M.Stark, Elementy algebry wyzszej, PWN, Warszawa, 1958

1 Zauwazmy, ze e™ = (ei”)_i =(-1)""

2(x) =0l



