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Definicja 1. Niech E bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem K, char (K) # 2. W E mamy wprowadzone dziatanie "+"
wewnetrzne oraz "-" jako dzialanie zewnetrzne. Definiujemy na F dzialanie "-" w nastepujacy sposob: h(z,y) = x - y.
Mowimy, ze E z dzialaniami jak wyzej stanowi algebre, gdy oprocz standardowych dziatan "+" i "-" dzialanie mnozenia
spelnia nastepujace warunki:

(1) (z+yz=zz+yz,2(y+2) =zy+az, Vz,y,2 € E.
(ii) a(zy) = (ax)y,z(ay) = a(zy), Va € K Va,y,z € E.

Wtedy E stanowi algebre.

Definicja 2. Algebra nad cialem K (lub K-algebra) nazywamy pierscienn (4, +, ), majacy jednoczesnie strukture przestrzeni
liniowej nad K, przy czym: A(zy) = (Az)y =z(Ay) ,YA e K i z,y € A.

Definicja 3. Algebra A jest laczna, jesli pierscien (4,4, ) jest taczny.

Definicja 4. Algebra A jest przemienna (komutatywna), jesli pierscien (A, +, ) jest przemienny ze wzgledu na mnozenie.
Definicja 5. Algebre A nazwiemy przemienng z jedynka, jezeli "-" posiada element neutralny.

Definicja 6. Algebre A nazwiemy algebra z dzieleniem, jezeli A nie ma dzielnikow zer oraz kazdy element a € A\{0} jest
odwracalny w tej algebrze.

Stwierdzenie: Wprost z definicji wida¢, ze na wlasnosci algebry duzy wplyw posiada cialo K. Mozna zastanowi¢ sie, jak
wygladaja algebry z dzieleniem, gdy char (K) > 0 (jest dodatnia), a jak, gdy char (K) = 0.

Przyklady algebr z dzieleniem:

Kwaterniony H.

Algebra czterowymiarowa kwaternionéw powstala w XIX wieku, skonstruowana przez W. Hamiltona.

H jest algebra nieprzemienna, taczna.

Jako przestrzeri wektorowa H posiada baze zlozona z 1, 4, j, k o tej wlasnosci, ze 2 = j2 = k> = —1 oraz ij = k, ik =
-4, ji=—k, jk=1i,kj = —i.

Standardowo kazdy element ¢ € H da sie jednoznacznie przedstawi¢ w postaci normalnej kwaternionu: ¢ = ag + a1t + asj +
agk.

Gdy ag,a1,as2,a3 € R, zapisujemy: H = R1 + Ri + Rj + Rk.

Podalgebra H = R1 + Ri jest izomorficzna z algebra C.

H mozemy rozpatrywac jako algebre nad C: al + Bi +~vj + 6k = (a+ i)l + (v + i) (%)

Sprzezenie kwaternionu: § = o — 3i — vj — ok.

Jesli kwaternion nie posiada czesci rzeczywistej, czyli a = 0, to ¢ = —q.

Latwo zauwazy¢, ze, gdy czesci rzeczywiste a = 0, to kwaternion przyjmuje postaé: ¢ = (i + vj + 0k, i taka podalgebra,
sktadajaca sie z kwaternionéw takiej postaci, jest izomorficzna z R3, gdzie i, j, k sa wersorami tej przestrzeni.

Przyklad 2: Oktawy.

Definicja 7: Odwzorowanie o nazwiemy asocjatorem, jesli dla dowolnych elementéow x,y, z € A zachodzi :

a(e,y,z) = x(yz) — (zy)z

, gdzie a jest asocjatorem oraz « jest odwzorowaniem trzyliniowym o : A x A x A — A.
Oktawy stanowia 8-wymiarows rzeczywista algebre alternujaca z dzieleniem. Dowolny element oktawy jest postaci O =

ap-l4+ay-e1+as-ex+az-es3+---+ag-eg+ay-er, gdziee? =—-1dlai=1,...,7.
Tabela mnozenia:
Zasady dla jednostek urojonych: e;e; = —eje; = —ey. Mozna zauwazy¢, ze (R1) - centrum pierscienia.

Uwaga do (*):

Postaé¢ kwaternionu nad C al + §i + vj + ok = (a + Bi)1 + (§ + 6i)j wynika z konstrukeji Cayleya-Dicksona. Konstrukcja
ta pozwala tworzy¢ wielowymiarowe algebry. Stosujac ja dla C, otrzymujemy H, dla H otrzymujemy oktawy, a dla oktaw -
sedeniony.

H, oktawy i sedeniony nazywamy czesto liczbami hiperzespolonymi.



Uwaga (2). Nasze algebry mozna konstruowaé za pomoca metody zaproponowanej przez Clifforda. Algebry Clifforda powstaja
przez zastosowanie odpowiedniej konstrukcji: elementy algebry sa postaci aie; + ases + - -+ + ape,, gdzie a; € R, e; - pewne
jednostki urojone oraz e? = +1,e;e; = —eje; dla i # j.

Ogolnie algebry Clifforda definiuje sie przez forme kwadratowa ¢ w n-wymiarowej przestrzeni wektorowej V.

v? = q(v), vw +wv = q(v+w) — qv) — q(w),{e1,...e,} - baza algebry.

Cecha dla algebry Clifforda. Oznaczmy przez [ g } indeks algebry Clifforda.

Liczba p = okresla ilog¢ jednostek urojonych, ktérych kwadrat jest réwny +1.
Liczba q = okresla ilo$¢ jednostek urojonych, ktorych kwadrat jest rowny —1.

Indeks { ]; } wyznacza doktadno$é co do izomorfizmu.
Przyktady algebr Clifforda: C Cl [ (; }, (R)

liczby podwojne Cl [ (1) } , (R)
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W nawigzaniu do przyktadow algebr H i oktaw mozna zadaé sobie pytanie: Ile jest skonczenie wymiarowych tacznych algebr
z dzieleniem? Co wiecej, mozna zapytad, ile jest skonczenie wymiarowych rzeczywistych alternujacych algebr z dzieleniem.
Na obydwa pytania odpowiada twierdzenie Frobieniusa, ktére méowi: Nad cialem R istnieja tylko trzy skonczenie wymiarowe
taczne algebry z dzieleniem: R, C,H. Stosujac cialo rzeczywiscie domkniete, mozna pokazac, ze nad ciatem rzeczywiscie
domknietym R istnieje tylko pie¢ skoriczenie wymiarowych alternujacych algebr z dzieleniem: R, C, H, oktawy i sedeniony.
Uwaga: W zaleznosci od asocjatora mozemy moéwié o kilku klasach algebr:

algebra czasoprzestrzeni Minkowskiego C1 (R)

1. - a(x,y,z) =0 - algebra laczna
2. - a(z,z,y) = a(y,x,x) =0 - algebra alternatywna
3. - a(r,y,2%) = 0 - algebra Jordana - jest to algebra przemienna, spetniajaca warunek a(x,y,z?) =0

Algebry Liego
Niech A bedzie algebra nad ciatem K, w ktorej iloczyn okresla sie [,] , zwany dalej nawiasem Liego. Na mocy definicji algebry
Liego odwzorowanie dwuliniowe (a,b) — [a, b] spelnia warunki:

(i) [z,z] =0 [[=,y], 2] + [y, 2], ] + [[2, 2], y] = O (tozsamosé¢ Jacobiego)
Przyktady:
1. Wezmy algebre macierzy M, ., (R), algebra ta z nawiasem [A, B] = AB — BA tworzy algebre Liego.

2. Roézniczkowanie w algebrze A. Roézniczkowaniem na algebrze A nad cialem K nazywamy k-liniowe przeksztalcenie
K — K, ktore jest rozniczkowaniem pierscienia A, tj. D(u + v) = D(u) + D(v), D(Au) = AD(u), D(u-v) = D(u) - v +
u - D(u)Vy pwea Zbior rozniczkowan Der(A) jest przestrzenia liniowa. Co wiecej, jest to algebra Liego z nawiasem Liego
zdefiniowanym w sposéb nastepujacy:
[D1, D3] = Dy o Dy — Dy o Dy, gdzie "o" oznacza zlozenie.

Algebry Liego maja duze zastosowanie w fizyce (szczegélnie grupy Liego).



