Piotr Idzik 05.08.2009
Zbiory niemierzalne a rownanie Cauchy’ego

Lemat 1. Niech A, B C R bedg dodatniej miary, wowczas istniejg takie liczby a € A oraz
be B, zea—beQ.

Dowdéd. Ustalmy dowolne zbiory A, B € R o dodatniej mierze. Zauwazmy, ze mozemy
zalozy¢, ze zbiory A oraz B sa ograniczone. Niech [ bedzie dowolnym domknietym prze-
dzialem takim, ze B C I, dalej niech 0 < ¢ < ”(3}2([()3).

Zauwazmy, ze istnieje taki domkniety przedzial J o wymiernych koncach, ze p(J) <
p(I) oraz:

1(A)
uANJ) > M(Ang(J) (x)

Przypusémy, ze taki przedzial nie istnieje. Niech {J;: i € N} bedzie rodzina domknie-
tych przedzialéw o koncach wymiernych, dtugosci mniejszej niz p(I), nie spetniajacych
(%), taka, ze A C Ujen Ji 1 2020 u(Ji) < p(A) + e. Policzmy:

wlA) = g (UAmJ) (AN ) < HE S ) < uld

€N
Sprzecznosé.
Niech S ={s € Z: (nu(J) + J) NI # 0}. Zauwazmy, ze zbiér S jest skonczony, niech
s = |S|. Zauwazmy, ze (s — 2)u(J) < p(l) stad sp(J) < p(l) +2u(J) < 3u(l).
Przypusémy, ze B N U,es (AN J) 4+ nu(J)) = 0, wtedy mieliby$my:

) = 1 (U G+ > B) 4 (U A0 + )

= u(B)+su(ANJ) > u(B) + SM&(;LM(J)

Skad u(B) < :?%fg < 3;’(%), co jest sprzeczne z wyborem e. Zatem lemat jest prawdziwy.
0

Twierdzenie 2. Jezeli f: R — R jest mierzalng funkcjg addytywng wowczas f jest
ciggla.

Dowéd. * Jak wiadomo funkcja addytywna jest ciagla < A,cr f(7) = zf(1).Rozwazmy
funkcje g dana wzorem: g(x) = f(z)—xf(1). Pokazemy, ze g(z) = 0 dla dowolnego x € R.
Zauwazmy, ze funkcja g jest nieparzysta. Zdefiniujmy zbiory: A = {z € R: g(x) > 0} oraz
B ={z € R: g(x) < 0}. Z mierzalnosci funkcji f oraz faktu, ze B = —A wynika, ze zbiory
A i B sa mierzalne oraz zachodzi réwnos¢ p(A) = u(B).

Przypusémy, ze pu(A) = pu(B) > 0. Gdyby tak bylo, to na mocy lematu 1 istnieja takie
liczby a € A, b € B, ze a — b € Q. Policzmy:

0 < g(a)=g(b) = fla)-af(1)-f(0)+bf(1) = f(a)-f(b)-f(1)(a=b) = f(a)-f(b)-fla—b) = O

Sprzecznos¢, zatem pu(A) = u(B) =0. (9 =0 p.w.)

Przypusémy, ze istnieje takie a € R, ze g(a) # 0. Rozwazmy zbiér C = {z € R: g(x — a) = 0}.
Zauwazmy, ze C C AU B (poniewaz g(z) # 0, x € C) oraz u(R\ C) = 0. Sprzecznos¢,
zatem f jest funkcja ciagta. m

'Przedstawiony dowéd pochodzi od Wactawa Sierpinskiego, zostal on opublikowany w 1920 roku.
Analogiczne twierdzenie udowodnil, niezaleznie od Sierpinskiego, Stefan Banach réwniez w 1920 roku.
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Definicja 3. Niech A C RY bedzie dowolnym zbiorem. Miarg wewnetrzng zbioru A na-
zywamy liczbe:
pi(A) = sup  p(F)

FCA
F —domkniety

Miarg zewnetrzng nazywamy liczbe:

pe(A) = inf  pu(U)
U —otwarty

Twierdzenie 4. Jezeli zbiér A C RY jest mierzalny w sensie Lebesque’a, to po(A) =
pi(A) = p(A)

Twierdzenie 5. Niech A C RY bedzie dowolnym zbiorem, wéwczas jezeli p;(A) =
fe(A) < oo to zbidr A jest mierzalny z sensie Lebesgue’a.

Definicja 6. Moéwimy, ze zbior A C RY jest nasycenie niemierzalny, jezeli:
pi(A) = pi(A') =0
Uwaga 7. Wszystkie zbiory nasycenie niemierzalne sa niemierzalne w sensie Lebesgue’a.

Dowdéd. Przypudmy, ze istnieje zbiér nasycenie niemierzalny A mierzalny z sensie Lebes-
gue’a. Wowcezas mamy:

p(RY) = (AU A) = p(A) + p(A') =0
Sprzecznosé. O

Twierdzenie 8. Niech A C RY bedzie dowolnym zbiorem. Poniisze warunki sq réwno-
wazne:

(i) mi(A) =0
(11) dla kazdego mierzalnego zbioru E o dodatniej mierze zachodzi AN E # ()
(i73) dla kazdego mierzalnego zbioru E zachodzi (AN E) = p(E)

(iv) dla dowolnej kostki otwartej I C RN zachodzi p.(ANT) = p(I)
Definicja 9. Zdefiniujmy nastepujgcqg rodzine podzbioréw RN :
B = {T C RY: kazda funkcja addytywna f: RY — R ograniczona z géry na T jest ci@gia}

Twierdzenie 10 (Ostrowski). Jezeli T C RY oraz y;(T) > 0 to T € B.

Twierdzenie 11. Niech f: RY — R bedzie nieciggtym rozwigzaniem réwnania Cau-
chy’ego oraz niech J C R bedzie dowolnym niezdegenerowanym przedziatem, wowczas
f7Y(J) jest zbiorem nasycenie niemierzalnym.

Twierdzenie 12. Niech A C RN bedzie nasycenie niemierzalnym zbiorem, wéwczas dla
dowolnego mierzalnego zbioru B o dodatniej mierze, zbior AN B jest zbiorem niemierzal-
nym.

Dowdd. Zauwazmy, ze u;(AN B) < pi(A) =0 (bo ANB C A), zatem p;(AN B) = 0.
Na mocy twierdzenia 8 p.(AN B) = u(B) > 0, wiec p.(AN B) # pi(AN B). Na mocy
twierdzenia 5 zbiér A N B jest zbiorem niemierzalnym. O]

Whiosek 13. Kazdy zbiér B C RY o dodatniej mierze zewnetrznej zawiera zbior nie-
mierzalny.
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