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1. Calka Riemanna-Stieltjesa. Warunki istnienia.

Definicja 1. Ustalmy f,g: [a,b] — R. Dla podzialu a = zo < ... < xp = b i punktéw posrednich &;, gdzie
ri1 < & < x;, utwoérzmy sume aproksymacyjna

k

(1) S=>_f&)lg(z:) — g(i1)].

i=1
Jezeli dla kazdego ciggu podziatow a =z < ... <z} = b spelniajacego warunek

(2) lim max |z} — 2z} ;| =0,

przy dowolnych punktach posrednich z' ;| < &' < 27, ciag sum aproksymacyjnych

kn

(3) Sn=2_ f(EN9(7) — g(aiy)]

1=1

zmierza do jednej i tej samej granicy skonczonej, to granice te nazywamy calkq Riemanna-Stieltjesa po
przedziale [a, b] z funkeji f wzgledem funkeji g i oznaczamy ja symbolem

[ f@ygto)

oraz moéwimy, ze funkcja f jest calkowalna (w sensie Riemanna-Stieltjesa) na przedziale [a,b] wzgledem
funkcji g. Innymi stowy, okreslamy catke Riemanna-Stieltjesa jako granice skonczona

(@) [ F@agta) = tm S pE)lo(r) — (o)

max; |x;—x;—1|—0 =

(po zbiorze podziatéw z punktami posrednimi).

Uwaga 1. Podstawienie ciaglte i rosnace z = z(t), o < t < 3, a = z(«a), b = z(f), nie wplywa ani na
catkowalnos¢, ani na wartos$é catki:

B

(5) [ F@ga) = [ 7 (w(t)) do (r(0).

(67

Uwaga 2. Zachodzg nastepujace réwnosci:
L. [;dg(x) = g(b) — g(a);
2. jezeli g(x) = const, to [” f(z)dg(z) = 0;
3. jezeli a < ¢ < b, f(x) jest ciagta w ¢, g(z) =0 dlaz < ¢, g(z) = 1dlaz > c, to [°f(z)dg(z) = f(c);
4. jezeli f jest ciagla i g jest klasy C*, to, po napisaniu sumy aproksymacyjnej (1) w postaci
k ~
> f&)g (&) (@i — i),

=1

wedlug twierdzenia o wartosci sredniej Lagrange’a, widzimy, ze

) [ s@ygte) = [ £y @)



Definicja 2. Mowimy, ze a = xp < ... < x; = b jest podpodziatem dla podzialu a = z¢p < ... < xp = b,
jezeli x; = ), , gdzie 0 = ap < ... < oy = L.

Lemat 1. Catka
b
| f@)dg(a).

istnieje wtedy @ tylko wtedy, gdy dla kazdego € > 0 istnieje takie 6 > 0, zZe gdy S jest sumq aproksymacying
dla podziatu P takiego, ze §(P) = max; |x; — x;_1] < 9, zas S" sumaq aproksymacyjng dla podpodziatu, to

|1S" — S| <e.

Definicja 3. Niech f: [a,b] — R. Liczbe

(7) Wo(f)= sup > |f(w) = flxia)|
a=x0<...<Tp=b

(skoniczona lub nie) nazywamy wahaniem funkcji f na przedziale [a, b].

Oznaczmy réowniez

(8) osc f= sup |f(y)— f(z)|

[a,b] a<z<y<h

Lemat 2. Wahanie jest funkcjo addytywng przedziatu:

Wa(f) = Wi (f) + Wi(f).

Lemat 3. Jezeli S jest sumg aproksymacyjng dla podziatu a = xq < ... < x), = b, za$ S’ sumqg aproksy-

macyjng dla podpodziatu, to
k

<> (osc fIWE (g).

i=1 -777, 1»111 "
Lemat 4. Jezeli catka f: fdg istnieje, S jest sumq aproksymacyng dla podziatu a = xo < ... < xp =0b 1
OSCle; 1,2 f <€ dlai=1,...,k, to

5~ [ fdgl < - Wio)

Twierdzenie 1. Jezeli calka ff fdg istnieje, to w kazdym punkcie przedziatu [a,b] przynajmniej jedna z
funkcjgi f, g musi byc ciggla.
Lemat 5. Jezeli f jest funkcjg o wahaniu skoriczonym w [a, b], cigglq prawostronnie (lewostronnie) w xg,

to wahanie
xz — Wi (f)

jest funkcjq prawostronnie (lewostronnie) ciggle w xq.

Twierdzenie 2. Niech f bedzie funkcjg ograniczong, za$ g funkcjg o wahaniu skonczonym na przedziale
[a,b]. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym istnienia calki [ f fdg jest kazdy z nastepujgcych warunkow:
(A) Dla kazdego € > 0 istnieje takie § > 0, ze dla kazdego podziatu takiego, Ze max; |z; — x;_1| < 0,

n

(9) 2 osc Dlglai) — gzl <e.

i=1 [$z 1,%4

(B) Dla kazdego € > 0 istnieje takie 6 > 0, Ze dla kaZdego podzialu takiego, ze max; |v; — x;—1| < 6,

n

(10) > (osc fIWE (g) <e.

i o1,



Lemat 6. Jezeli f = o — 9 jest rozktadem kanonicznym Jordana oraz a < x <y < b, to
WE(f) = Wi(e) + Wi ().

Twierdzenie 3. Jezeli g = p — 1 jest rozktadem kanonicznym Jordana funkcji g o wahaniu skoriczonym
na przedziale |a,b], za$ f funkcjg ograniczong, to calka f; fdg istnieje wtedy @ tylko wtedy, gdy istniejq
catki [° fdp i [° fdyp.

Twierdzenie 4. Jezeli f jest calkowalna wzgledem g na przedziale [a, b], to réwniez i na kazdym przedziale
cze$ciowym [c,d] C [a,b].

Twierdzenie 5. Jezeli f jest ciggla, za$ g 0 wahaniu skonczonym w przedziale [a,b], to calka [° f(x)dg(x)
1stnieje.

Lemat 7. Jezeli f jest funkcjg o wahaniu skoniczonym w [a,b], to

[f(0) = f(a)] < osc f < W(f).

[a,b]
Lemat 8. Wahanie jest funkcjg monotoniczng przedziatu:

WaH <KWE(f) dla a<c<d<b.

Twierdzenie 6. Przy zaloZeniu, Ze f,g sq funkcjami o wahaniu skonczonym w |a,b], calka f;’f(x)dg(a:)
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy f i g nie majg wspolnych punktow nieciggtosci.

2. Wlasnosci calki.

Twierdzenie 7. Jezeli [ jest catkowalna w [a,b] wzgledem g i |f(z)| < M w [a,b], to

(1) [ s@yg(e) < M)

Twierdzenie 8. Jezeli fi i fo sq calkowalne w [a,b] wzgledem funkcji rosngcej g, to

(12) [ fi@dga) < [ p@)ig), gy file) < fola) w b

Twierdzenie 9. Jezeli [ jest calkowalna w |a, c| wzgledem g, to

(13) [ rdg= [ rag+ [ sag

Twierdzenie 10. Jezeli f1, fo sq calkowalne w [a,b] wzgledem g, to réwniez i c1f1 + cafa, przy czym

(14) /ab(clfl + eafa)dg = e /ab Jidg + co /ab fadg.

Twierdzenie 11. Jezeli f jest calkowalna w |a,b] wzgledem g11 wzgledem go, to réwniez i wzgledem c1g1 +
C292, Pray C2Yym

(15) [ sateigy +esgn) = er [ pdg s [ o

3



Twierdzenie 12 (o wartosci sredniej). Jezeli f jest calkowalna w [a,b] wzgledem funkcji monotonicznej
g, to

(10 [ F@dg(@) = ulg(®) — o(@)), sdvie inf f2) < p < sup £(o).
a @, [a,b]

Twierdzenie 13 (o catkowaniu przez czesci). Jezeli f, g sq funkcjami o wahaniu skoriczonym na przedziale
[a, b], nie majgcymi wspdlnych punktéow niecigglosci, to

b b
(7) | fdg+ [ gdr = ©)g(®) - fla)gla).
Twierdzenie 14 (o zmianie funkcji catkujacej). Jezeli funkcja ograniczona p jest catkowalna wzgledem

funkcji g o wahaniu skoriczonym w |a, b, to G(x) = [7 p(t)dg(t) jest funkcjq o wahaniu skonczonym na
przedziale [a,b]. Wtedy dla kazdej funkcji f ograniczonej w |a, b

(18) [ #wac@) = [ raetdets),
o0 ile jedna z calek istnieje.

Twierdzenie 15. Jezeli f,, i [ sq calkowalne w [a,b] wzgledem g i fn(x) — f(x) jednostajnie w |a,b], to

(19) [ fudg — [ sdg.

Lemat 9. Jezeli funkcje f i g sq funkcjami o wahaniu skoriczonym na przedziale [a,b], to af + (g jest
funkcjg o wahaniu skonczonym oraz

Walaf + Bg) < oWy (f) + 18IW;(g).
Twierdzenie 16 (drugie twierdzenie Helly’ego). Zaldzmy, Ze f jest ciggla, zas g o wahaniu skoriczonym

w [a, b]. Jezeli g,(x) — g(x) w zbiorze Z gestym w [a,b], zawierajgcym punkty a i b i jezeli cigg {W2(gn)}
jest ograniczony, to

(20) /ab fdgn — /ab fdg.



