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1. Definicja przekroju zbioru liczb wymiernych. Przyk lady.

Def. Przekrojem zbioru Q liczb wymiernych nazywamy rozbicie zbioru Q
na dwie niepuste klasy A i A′ spe lniaja̧ce warunki:

• Każda liczba wymierna należy do dok ladnie jednej z klas.

• Jeśli a ∈ A i a′ ∈ A′, to a < a′.

Przekrój taki oznaczamy A|A′, przy czym zbiór A nazywamy klasa̧ dolna̧,
zaś zbiór A′ klasa̧ górna̧.

Mówimy, że zdefiniowane w ten sposób przekroje wyznaczaja̧ liczby rzeczy-
wiste. Dla uproszczenia możemy utożsamić liczby rzeczywiste z przekro-
jami, które je wyznaczaja̧.

2. Rodzaje przekrojów. Umowa jednoznaczności wyznaczenia liczby wymiernej
przez przekrój.

 Latwo zauważyć, że liczba wymierna jest wyznaczona przez 2 różne przekroje.
Aby unikna̧ć niejednoznaczności bȩdziemy zawsze brali pod uwagȩ przekrój
niezawieraja̧cy w klasie dolnej liczby najwiȩkszej.

3. Relacja nierówności miȩdzy liczbami rzeczywistymi.

Def. Niech A|A′ i B|B′ bȩda̧ przekrojami wyznaczaja̧cymi odpowiednio
liczby rzeczywiste α i β. Wówczas:
α < β ⇐⇒ (A ⊂ B i A 6= B)

4. Dzia lania na liczbach rzeczywistych.

Def. Suma̧ liczb rzeczywistych α i β wyznaczonych odpowiednio przez
przekroje A|A′ oraz B|B′ nazywamy liczbȩ rzeczywista̧ wyznaczona̧ przez
przekrój A+B|A′ +B′.

Def. Iloczynem dodatnich liczb rzeczywistych α i β nazywamy liczbȩ
rzeczywista̧ γ wyznaczona̧ przez przekrój C|C ′, taki że:
C = {ab ∈Q : a < α, b < β, a, b ∈ Q+} ∪ {x ∈ Q : x ≥ 0}
Jeśli α < 0 i β > 0, to αβ = −(−α)β.
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Jeśli α > 0 i β < 0, to αβ = −α(−β).
Jeśli α < 0 i β < 0, to αβ = (−α)(−β).
Ponadto przyjmujemy, że iloczyn dowolnej liczby rzeczywistej i 0 wynosi
0.

5. Lemat: Pomiȩdzy dwoma liczbami rzeczywistymi α i β leży liczba wymierna.

Dowód: Z definicji nierówności miȩdzy liczbami rzeczywistymi wynika,
że istnieje taka liczba wymierna r, że: α ≤ r < β. Jednak w klasie B
nie istnieje liczba najwiȩksza, zatem zwiȩkszaja̧c w razie potrzeby liczbȩ r
wykluczamy równość.

6. Dowód, że tak zdefiniowany zbiór R jest cia̧g ly. Przekrój zbioru R wyz-
nacza liczbȩ rzeczywista̧.

Przekrój zbioru liczb rzeczywistych definijemy analogicznie jak przekrój
zbioru Q.

Twierdzenie (Dedekinda): Jeżeli A|A′ jest przekrojem zbioru liczb
rzeczywistych, to w klasie dolnej istnieje liczba najwiȩksza, albo w klasie
górnej istnieje liczba najmniejsza.

Dowód: Za lóżmy, że istnieje przekrój A|A′ zbioru liczb rzeczywistych,
taki że w klasach A,A′ nie istnieja̧ odpowiednio liczba najwiȩksza, ani
najmniejsza. Niech A bȩdzie zbiorem liczb wymiernych należa̧cych do
A, a A′ zbiorem liczb wymiernych należa̧cych do A′. Wwczas A|A′ jest
przekrojem zbioru liczb wymiernych wyznaczaja̧cym pewna̧ liczbȩ rzeczy-
wista̧ α. Zgodnie z definicja̧ przekroju α musi należeć do jednej z klas A
albo A′. Bez straty ogólności, przyjmijmy, że α ∈ A. Z za lożenia wynika,
że istnieje taka liczba rzeczywista β ∈ A, że α < β. Na mocy lematu
pomiȩdzy α i β istnieje liczba wymierna r. Z tego, że r ∈ A wynika r ∈ A,
zaś z tego, że α < r wynika r ∈ A′. Otrzymana sprzeczość dowodzi tezy.

Bezpośrednio z twierdzenia Dedekinda wynika aksjomat cia̧g lości.
Rzeczywíscie, niechX bȩdzie niepustym podzbiorem R. Tworzymy przekrój
w zbiorze liczb rzeczywistych w nastȩpuja̧cy sposób: do klasy górnej zal-
iczamy wszystkie ograniczenia górne zbioru X, a do klasy dolnej wszystkie
pozosta le liczby rzeczywiste. Na mocy twierdzenia Dedekinda w jednej z
klas istnieje element ekstremalny. Jeśli w klasie dolnej istnia lby element
najwiȩkszy, to wtedy by lby ograniczeniem górnym X i musia lby należeć
do klasy górnej. Sta̧d wynika, że sytuacja ta jest niemożliwa. Zatem w
klasie górnej istnieje element najmniejszy, który oczywíscie jest kresem
górnym X.

7. Dowód mierzalności odcinków.

Szkic dowodu: Za lóżmy, że mamy dany odcinek jednostkowy E oraz od-
cinek Σ o nieznanej d lugości. Jeśli odcinek Σ jest wspó lmierny z od-
cinkiem E, to d lugość l(Σ) jest liczba̧ wymierna̧. Jeśli zaś odcinek Σ jest
niewspó lmierny z odcinkiem E, to za d lugość l(Σ) przyjmujemy:

l(Σ) = {x ∈ Q : x ≤ 0} ∪ {l(S) ∈ Q : S ⊂ Σ}|{l(S′) ∈ Q : Σ ⊂ S′}
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Uwaga: Powyższe rozumowanie nie jest ścis lym dowodem, ponieważ nie
zdefiniowalísmy pojȩcia d lugości.

8. Aksjomat cia̧g lości prostej.

Jeśli mamy dana̧ prosta̧ z ustalonym punktem O, to dla dowolnej liczby
rzeczywistej dodatniej α istnieja̧ dok ldnie dwa punkty A tej prostej takie,
że: OA = α.

9. Istnienie bijekcji zbioru R na prosta̧.

Wynika natychmiast z dwóch poprzednich punktów.

10. Przyk lady zastosowań liczb rzeczywistych - istnienie pierwiastków, loga-
rytmów.

Wiȩcej informacji można znaleźć na przyk lad w:
G. M. Fichtenholtz, Rachunek różniczkowy i ca lkowy, t. I, PWN
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