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1. Definicja przekroju zbioru liczb wymiernych. Przyklady.

Def. Przekrojem zbioru Q liczb wymiernych nazywamy rozbicie zbioru Q
na dwie niepuste klasy A i A’ spehiajace warunki:

e Kazda liczba wymierna nalezy do dokladnie jednej z klas.

e JeSliac Aid € A, toa<d.

Przekrdj taki oznaczamy A|A’, przy czym zbiér A nazywamy klasa dolna,
za$ zbiér A’ klasa gérna.

Moéwimy, ze zdefiniowane w ten sposob przekroje wyznaczaja liczby rzeczy-
wiste. Dla uproszczenia mozemy utozsamic¢ liczby rzeczywiste z przekro-
jami, ktore je wyznaczaja.

. Rodzaje przekrojéw. Umowa jednoznacznosci wyznaczenia liczby wymiernej
przez przekrdj.

Latwo zauwazy¢, ze liczba wymierna jest wyznaczona przez 2 rézne przekroje.
Aby uniknaé niejednoznacznoéci bedziemy zawsze brali pod uwage przekréj
niezawierajacy w klasie dolnej liczby najwieksze;j.

. Relacja nieré6wno$ci miedzy liczbami rzeczywistymi.

Def. Niech A|A’ i B|B’ beda przekrojami wyznaczajacymi odpowiednio
liczby rzeczywiste a i 8. Wowczas:
a<f < (ACBiA#B)

. Dzialania na liczbach rzeczywistych.

Def. Suma liczb rzeczywistych « i 8 wyznaczonych odpowiednio przez
przekroje A|A’ oraz B|B’ nazywamy liczbe rzeczywista wyznaczong przez
przekréj A+ B|A’ + B’.

Def. Iloczynem dodatnich liczb rzeczywistych « i § nazywamy liczbe
rzeczywista v wyznaczong przez przekrdj C|C’, taki ze:
C={abeQ:a<a, b<p, a,beQ}U{zeQ: x>0}
Jeslia<0if>0,toaf=—(—a)s.



Jesia>01 6 <0, toaf=—-a(-0).

Jeslia <018 <0, toas=(—a)-p).

Ponadto przyjmujemy, ze iloczyn dowolnej liczby rzeczywistej i 0 wynosi
0.

. Lemat: Pomigdzy dwoma liczbami rzeczywistymi « i 3 lezy liczba wymierna.
Dowdd: Z definicji nieréwnosci migdzy liczbami rzeczywistymi wynika,
ze istnieje taka liczba wymierna r, ze: a < r < (. Jednak w klasie B
nie istnieje liczba najwigksza, zatem zwiekszajac w razie potrzeby liczbe r
wykluczamy réwnosé.

. Dowdd, ze tak zdefiniowany zbiér R jest ciagly. Przekréj zbioru R wyz-
nacza liczbe rzeczywista.

Przekrdj zbioru liczb rzeczywistych definijemy analogicznie jak przekrdj
zbioru Q.

Twierdzenie (Dedekinda): Jezeli A|A" jest przekrojem zbioru liczb
rzeczywistych, to w klasie dolnej istnieje liczba najwieksza, albo w klasie
gbrnej istnieje liczba najmniejsza.

Dowdéd: Zatézmy, ze istnieje przekrdj A|A" zbioru liczb rzeczywistych,
taki ze w klasach A, A’ nie istnieja odpowiednio liczba najwicksza, ani
najmniejsza. Niech A bedzie zbiorem liczb wymiernych nalezacych do
A, a A’ zbiorem liczb wymiernych nalezacych do A’. Wwczas A|A’ jest
przekrojem zbioru liczb wymiernych wyznaczajacym pewna liczbg rzeczy-
wista «. Zgodnie z definicja przekroju o musi naleze¢ do jednej z klas A
albo A’. Bez straty ogélnoéci, przyjmijmy, ze o € A. Z zalozenia wynika,
ze istnieje taka liczba rzeczywista f € A, ze a < §. Na mocy lematu
pomiedzy « i (3 istnieje liczba wymierna r. Z tego, ze r € A wynika r € A,
za$ 7 tego, ze a < r wynika r € A’. Otrzymana sprzeczos$¢ dowodzi tezy.
Bezpodrednio z twierdzenia Dedekinda wynika aksjomat ciaglosci.
Rzeczywiscie, niech X bedzie niepustym podzbiorem R. Tworzymy przekrdj
w zbiorze liczb rzeczywistych w nastepujacy sposéb: do klasy goérnej zal-
iczamy wszystkie ograniczenia gérne zbioru X, a do klasy dolnej wszystkie
pozostale liczby rzeczywiste. Na mocy twierdzenia Dedekinda w jednej z
klas istnieje element ekstremalny. Jesli w klasie dolnej istnialby element
najwiegkszy, to wtedy bylby ograniczeniem gérnym X i musiatby nalezec¢
do klasy gérnej. Stad wynika, ze sytuacja ta jest niemozliwa. Zatem w
klasie gérnej istnieje element najmniejszy, ktéry oczywiscie jest kresem
gérnym X.

. Dowéd mierzalnosci odcinkéw.

Szkic dowodu: Zalézmy, ze mamy dany odcinek jednostkowy FE oraz od-
cinek ¥ o nieznanej dlugosci. Jesli odcinek ¥ jest wspdétmierny z od-
cinkiem F, to dtugosé I(X) jest liczba wymierng. Jesli za$ odcinek X jest
niewspétmierny z odcinkiem F, to za dlugo$é I(X) przyjmujemy:

I(X)={reQ:z<0}u{l(S)eQ:ScI}{i(5)eQ:xcS}



Uwaga: Powyzsze rozumowanie nie jest $cistym dowodem, poniewaz nie
zdefiniowalismy pojecia dtugosci.

8. Aksjomat ciaglosci proste;j.
Jesli mamy dana prosta z ustalonym punktem O, to dla dowolnej liczby
rzeczywistej dodatniej « istnieja dokldnie dwa punkty A tej prostej takie,
ze: OA = a.

9. Istnienie bijekcji zbioru R na prosta.
Wynika natychmiast z dwéch poprzednich punktow.

10. Przyklady zastosowan liczb rzeczywistych - istnienie pierwiastkéw, loga-
rytmow.
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