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Definicja 1. Maszyng Turinga nazywamy czworke uporzgdkowang

(Q7 Ea 57 q0)>

gdzie Q) jest (skoniczonym) zbiorem standw,

Y (skonczonym) alfabetem tasmy,

§: Q XX — Q x X x{L, R} funkcjq przejscia, ktéra moze bycé czesciowa,
Qo € @ stanem poczgtkowym.

W dalszym ciggu zaktadamy, ze ¥ = {0,1,#}, a # interpretujemy jako znak
spacji. Ponadto, L oznacza ruch w lewo, za§ R w prawo.

Przykiad 1. M = ({CIO}, {07 15#}757 q0)7 gdZie 6(q()72) = (qu 1 - ZvR) dla i = 07 17

jest maszyng Turinga, ktora zamienia zera na jedynki, i na odwrot.

Deﬁnicja 2. Niech M = (Q) 27 57 Q1)7 gdzze Q - {QIa s 7qn}7 Y= {0-17 02, 03} (0-1 =
0, 09 =1, 03 =) oraz (L, R) = (dy,d2). Kodem maszyny M nazywamy nagkrotszy
z ciggow, bedgcych konkatenacjg 0™ @ wszystkich przejsé funkcji 6 zakodowanych jako

10'10°10%10'10™,
9dy 6(gi,05) = (qr, 01, dm).

Uwaga: Najkrotszy cigg to ciag o najmniejszej dtugosci sposrod wszystkich ciggow
opisujacych dana maszyne (w szczeg6lnosci, ich dtugosci zaleza od numeracji stanow).
Nalezy zatem wybra¢ najkrotszy ciag po uwzglednieniu wszystkich mozliwych zmian
numeracji.

Przyklad 2. Maszyne z przyktadu 1 kodujemy jako
0101010100100 101001010100.

Definicja 3. Niech M bedzie maszyng Turinga. Oznaczmy przez M(y) cigg, ktory
jest wynikiem dziatania maszyny M, jesli na wejsSciu podalisémy ciqg y. ZlozZonoscig
Kotmogorowa ciggu x na maszynie M nazywamy liczbe

Ky () = min{[y|: M(y) = x}.

Intuicyjnie, ztozono$¢ Kolmogorowa (przy ustalnonej maszynie Turinga) mierzy
stopien skomplikowania ciggu.



Przyktad 3. Ztozonoscig Kolmogorowa dowolnego ciggu binarnego na maszynie Tu-
ringa z przyktadu 1 jest jego dtugosc.

Przyktad 4. Niech M bedzie maszyng Turinga podwajajaca kazdy znak oraz niech
r=(x1,...,2,). Wtedy

n

Ky(x) = {2’ )

gdy n jest parzyste i xo; 1 = x9; (i =1,...,

o3

oo w przeciwnym przapadku.

Definicja 4. Maszyne Turinga U nazywamy asymptotycznie optymalng, jezeli dla
kazdej maszyny Turinga M, istnieje taka stata c € R, ze dla kazdego ciggu x zachodzi
nierownosé

Ky(z) < Ky (z) + c.

Kwesti¢ istnienia asymptotycznie optymalnej maszyny Turinga rozstrzyga naste-
pujace twierdzenie:

Twierdzenie 1. Istnieje asymptotycznie optymalna maszyna Turinga.

Dowdd. Niech U bedzie dowolng uniwersalng maszyng Turinga tzn. maszyng symu-
lujaca dziatanie dowolnej maszyny. Mozna wykazaé, ze maszyna taka istnieje. Sposéb
wprowadzenia ciggu do takiej maszyny, aby zainicjowaé¢ dziatanie innej maszyny na
ciggu x, moze by¢ nastepujacy:
Podwajamy kazdy znak w kodzie maszyny, ktora chcemy symulowaé, konkantenujemy
otrzymany w ten sposob ciag z 01 i ciggiem z. Latwo zauwazy¢, ze z tak otrzymanego
ciagu mozna jednoznacznie odtworzy¢ symulowang maszyne i ciag x.

Pokazemy, ze maszyna U jest asymptotycznie optymalna. W tym celu ustalmy
maszyne Turinga M i oznaczmy jej kod przez m. Zauwazmy, ze przy powyzszym
sposobie kodowania mamy

Ky(x) <2-|m|+ 2+ Ky(x)

dla dowolnego ciagu z. Oznacza to, ze w definicji 4 mozemy przyjaé¢ ¢ = 2 - |m| + 2,
czyli maszyna U jest asymptotycznie optymalna. O

Definicja 5. Zloznoscig Kolmogorowa ciggu x nazywamy jego ztoznosé Kotmogorowa
na dowolnej, lecz ustalonej, aymptotycznie optymalnej maszynie Turinga i oznaczamy

K(x).

Uwaga: Ztoznos¢ Kolmogorowa ciagu zalezy od wyboru asymptotycznie opty-
malnej maszyny Turinga, jednak, jak tatwo sprawdzi¢, dla pewnej stalej ztozonosé
dowolnego ciggu na dwoch réznych maszynach asymptotycznie optymalnych rézni
si¢ co najwyzej o te stala. W zwiagzku z tym uzasadnione jest przyjecie nastepujacej
definicji:

Definicja 6. Cigg (c,)>2,, gdzie ¢, = 0,1 dla n € N, nazywamy losowym, jezeli

K N
hm ((Cn)TZ:l) — 1
N—o0



Przyktad 5. Ciag (x,)22,, w ktérym kazdy znak jest podwojony nie jest losowy.
Istotnie, niech M bedzie maszyng Turinga podwajajaca kazdy znak oprocz pierwsze-
go, jesli pierwszym znakiem jest 0, oraz podwajajaca kazdy znak oprocz pierwszego i

ostatniego w przeciwnym przypadku (pierwszy znak jest zamieniany na #). Wowczas
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