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1 Wprowadzenie

Jedno-, dwu- i tréjwymiarowa miara Lebesgue’a wiernie odtwarza nasze wy-
obrazenia odpowiednio dhugosci, pola i objetosci. Ma ona jednak pewna wade —
nie mozna przy jej uzyciu ,mierzy¢” dlugosci krzywych czy pol powierzchni.
W pewnym sensie rozszerzeniem miary Lebesgue’a jest miara Hausdorffa, ktéra
posiada te ,umiejetnodc”.

2 Konstrukcja

Definicja 1. Srednicg zbioru A C R™ nazywamy liczbe okreslona nastepujaco:

. 0, edy A =0
diam A =
sup{|lz —y|| e R: z,y € A}, gdy A # @.

Niech A C R™ i m > 0. Wprowadzmy nastepujace oznaczenie:

h:n,a(A) = inf {Z cm(diam Ui)mi AC U Ui, diamU; <edlai € N}
i=1 i=1
dla € > 0 i pewnej stalej ¢,,. Mozna przyjaé¢, ze zbiory U; sa dowolne, otwarte

lub domkniete. Nie wystarczy jednak ograniczy¢ sie do kul [2]. Zauwazmy, ze

funkcja by, . (A) zmiennej ¢ jest rosngca. Istnieje zatem granica

lim £, - (A). (1)

e—0

Definicja 2. Granice (1) nazywamy m-wymiarowa miara zewnetrzna Haus-
dorffa zbioru A i oznaczamy h}, (A).

Twierdzenie 3. Funkcja
h s 2% [0, 00],

ktora danemu zbiorowi przyporzqdkowuje jego m-wymiarowq miare zewnetrzng
Hausdorffa jest miarg zewnetrzng.

Dowdd. Warunek h (&) = 0 oraz monotonicznosé sa oczywiste, wystarczy po-
kazaé przeliczalng podaddytywnosc.



W tym celu ustalmy e, > 0. Niech (A4;);en bedzie ciagiem podzbioréw
przestrzeni R™, bez straty ogélnoéci mozemy zalozyé, ze h’, (A;) < co dlai € N.
Niech dalej (4; ;) jen bedzie takim pokryciem zbioru A;, ze diam 4; ; < ¢ dla
j € N oraz

3 e(diam A; ;)™ < b, (A) + 21
j=1

dla ¢ € N. Stad

Pre < AZ) < Z Cm(diam A; ;)™ < Zh;,g(Ai) +n.
i=1 i,j=1

= i=1

Przechodzac do granicy gdy n — 0 oraz korzystajac z monotonicznosci hy, _,
uzyskujemy nieréwnosci

o0 o0 o0
e () < ot < 3o,
i=1 i=1 i=1
7 kolei przechodzac do granicy przy € — 0, otrzymujemy zadana podaddytyw-
nos¢. O

Z twierdzenia Carathéodory’ego wynika, ze rodzina H,, podzbioréw R" spel-
niajacych warunek Carathéodory’ego jest o-ciatem, za$

B, | Hon (2)

jest miara (latwo zauwazy¢, ze miara ta jest niezmiennicza ze wzgledu na prze-
suniecia).

Definicja 4. Miare (2) nazywamy m-wymiarowa miara Hausdorffa i oznacza-
my ho,.

Bezpoérednio z miarg Hausdorffa zwiazane jest pojecie wymiaru Hausdorffa.

Definicja 5. Wymiarem Hausdorffa zbioru A nazywamy liczbe

inf{m > 0: A}, (A) = 0}.

3 Zwigzek z miarg Lebesgue’a

Przyklad 6. Latwo zauwazyé, ze w przypadku prostej (tj. n = 1), liczba
1:(A) nie zalezy od €, i ze hy jest (jednowymiarowa) miara Lebesgue’a. Na
przyklad hq (]0,1]) = 1, co jest oczywiste. Podobnie, w przypadku plaszczyzny,

hi ([0,1] x {0}) = 1.

Istotnie, nieréwnosé

ha ([0,1]) < by ([0, 1] x {0})

wynika z nieréwnosci

diam (U N (R x {0})) < diam U,



ktéra jest prawdziwa dla dowolnego U C R? (zbiér U N (R x {0}) traktujemy
jak podzbidr prostej). Z kolei nieréwnos$é¢ przeciwna wynika z inkluzji

{(Ui>ieN: [O, 1] X {0} C D U, CR x {O}, diam U; < 8} C

=1

C {(Ui)ieN: [0, ].] X {0} C U U; C R2, diam U; < E}

i=1

prawdziwej dla dowolnego € > 0 (podobnie jak wczesniej, zbiory U; z pierwszej
rodziny mozemy utozsamia¢ z pozbiorami prostej). Dalej,

h1 ([0’ 1] X {Oal}) =2,

co jest zgodne z intuicja i oczekiwaniami. Przyklad ten ma na celu réwniez
zobrazowanie roli, jaka w definicji miary Hausdorffa odgrywa e. Mianowicie,
gdyby go pominaé, to

hl([()?l] X {071}) = \/57

co nie powinno mieé¢ miejsca.

Okazuje sie, ze przyjmujac

I
2

7r
Cm = ST A\

2mD (2 +1)
miara Hausdorffa zachowuje sie tak, jak tego od niej oczekujemy. Fakt, ktory to
obrazuje, wyraza nastepujace, nietrywialne twierdzenie, ktére przytoczymy tu
bez dowodu (mozna go znalezé na przyklad w [1]).

Twierdzenie 7. Niech {, bedzie n-wymiarowqg miarg Lebesgue’a, za$ L,
o-cialem podzbiorow R™ mierzalnych w sensie Lebesgue’a. Wowczas Hy, = L,
oraz hp(A) = £,(A) dla kazdego A € H,,.

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze jezeli m jest liczba naturalng nie wigk-
sza od n, to m-wymiarowa miara Hausdorffa obcigta do pozbioréw mierzal-
nych pewnej m-wymiarowej podprzestrzeni afinicznej przestrzeni R™ jest m-
wymiarowg miara Lebesgue’a. Na pierwszy rzut oka moze si¢ wydawaé, ze owa
restrykcja zalezy od n, jednak rozumowanie podobne do tego z przyktadu 6
pozwala stwierdzi¢, ze tak nie jest.
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