Uniwersytet Slaski w Katowicach

Metody numeryczne réwnan rézniczkowych
zwyczajnych

M. Jenczmyk

Marcin Jenczmyk
m. jenczmyk@knm.katowice.pl

9 maja 2015

XXX Sesja KNM Metody numeryczne R.R.Z. 1/18


m.jenczmyk@knm.katowice.pl

Zdefiniowanie problemu

Uniwersytet Slaski w Katowicach

Zdefiniowanie problemu

Omawiany problem dotyczy¢ bedzie numerycznego sposobu
rozwigzywania uktadéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych, tzn.
uktadéw réwnan postaci

() = At xa (), 5a(t), A" (), (1), xTY)
() = Bt xa (), 5a(t), A" (), (8), ., )

() = Flt, xa(t), x(2), oA (1), %e(B), - XYY
z zadanymi warunkami poczatkowymi

xi(to) = xi, %i(to) = xb, ... x" D (te) =x L i=1... k

gdzie xy, ..., xx s3 funkcjami o odpowiedniej regularnosci.
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Zdefiniowanie problemu

Uniwersytet Slaski w Katowicach

Zdefiniowanie problemu

Zauwazmy, ze rozwigzanie problemu mozna sprowadzié¢ do
problemu numerycznego rozwiazania uktadu réwnan rézniczkowych
zwyczajnych stopnia pierwszego - kazde réwnanie n-tego stopnia
mozna sprowadzi¢ do uktadu n réwnan stopnia pierwszego.
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Zdefiniowanie problemu

Uniwersytet Slaski w Katowicach "

Zdefiniowanie problemu

Np. réwnanie rézniczkowe zwyczajne trzeciego stopnia z zadanymi
warunkami poczatkowymi

xO)(t) = f(t,x,x(t),x(t))
X(to) = Xp, 5((1'0) = X&, 5&(1‘0) = Xg

mozna za pomoca podstawienia z = X, y = x sprowadzi¢ do
uktadu trzech réwnan
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Zdefiniowanie problemu

Zdefiniowanie problemu

Ponadto rozwaza¢ mozemy jedynie réwnania rézniczkowe
pierwszego stopnia - metody omoéwione ponizej beda miaty
zastosowanie zaréwno dla ukfadéw réwnan rézniczkowych
zwyczajnych, jak i pojedynczych réwnan.
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Metoda Eulera  tj piwwersytet Slaski w Katowicach

Metoda Eulera

Rozwazmy zadanie Cauchy’ego

Zapisujac réwnanie w postaci

dx

i "mnozac” obie strony przez dx (traktujac tym samym dx jako
infinitezymalny przyrost funkcji x(t) przy infinitezymalnm

przyroscie jej argumentu dt) otrzymujemy

dx = f(t, x)dt.
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Metoda Eulera  tj piwwersytet Slaski w Katowicach

Metoda Eulera

Wyznacza to iteracyjng metode Eulera: przy zadanej wartosci
rozwigzania x; w punkcie t; mozna uzyska¢ warto$¢ rozwigzania w
punkcie ti+1 = x + h dla wybranej wartosci kroku czasowego h

Xiy+1 = X; + hf(t,',X,'). (].)

Uzycie metody w celu rozwigzania zagadnienia Cauchy’ego na
przedziale [ty, tr] polega na podziale przedziatu na M czesci o
dtugosci h, "wystartowanie” w punkcie ty na podstawie warunku
poczatkowego, oraz iteracji zgodnie z réwnaniem 1.
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Metoda Eulera ) piwersytet Slaski w Katowicach

Metoda Eulera

W i-tym kroku rzad eIementu w rozwinieciu Taylora, ktéry
zaniedbujemy to x(c,) . Wobec tego sumaryczny btad
rozwigzania po M krokach podlega oszacowaniu

M 2 2
> (6)y < Mx(e) 5 = X(e) 5 h = X(e) 5 2h = O(h).

i=1
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Metoda Eulera

Uniwersytet Slaski w Katowicach ;

Metoda Eulera

Dla przyktadu rozwazmy zadanie Cauchy'ego

t—x.

2

——
X X
—~
O+
~— —
I

—

Zgodnie z metoda Eulera, dobieramy warto$¢ kroku czasowego h, a
nastepnie tworzymy ciagg wartosci poszukiwianej funkcji

Xi+1 = xj + h*5*. Startujac z punktu (0,1) dla h = % otrzymujemy
cigg dyskretnych punktéw oraz warto$ci rozwigzania

(0,1),(0.5,0.75), (1.0,0.6875), (1.5, 0.7656),
(2.0,0.9492), (2.5,1.2119), (3.0, 1.5339)
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Metoda Eulera  tj piwwersytet Slaski w Katowicach

Metoda Eulera
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Metoda Eulera ) piwersytet Slaski w Katowicach

Metoda Eulera

Wszystkie omawiane metody pozwalaja na rozwigzywanie uktadéw
rownan rézniczkowych zwyczajnych. Rozpartujac uktad

{x(t) = —ax(t) + by(t)
y(t) = ex(t) — dy(t)

z zadanymi warunkami poczatkowymi x(tp) = xo, y(to) = yo
mozemy sformutowad procedure iteracyjna

Xivr| _ %] g —ax; + by;
Yit1 Yi cx; — dy;
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Metody Rungego-Kutty |~ UNiwersytet Slaski w Katowicach

Metody Rungego-Kutty

Metody Rungego-Kutty sa naturalnym rozwinieciem metody Eulera
- zamiast poprzestawaé na rozwinieciu Taylora z doktadnoscia do
pierwszego rzedu w metodzie rzedu N postulujemy iterowanie
wartosci poszukiwanej funkcji wg wzoru

N
Xis1 =X+ h>_ wikj,
Jj=1

dzie
s kl = f(l',',X,')

ko = f(t; + arh, x; + bihky)
ks = f(t; + a2h, x; + bohki + bshko)

kny = ...
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Metody Rungego-Kutty |~ UNiwersytet Slaski w Katowicach

Metody Rungego-Kutty

Wartoséci wspétczynnikéw w;, kj, ax, by mozna uzyskac¢ na
podstawie rozwiniecia x(t) w szereg Taylora z dokfadnoscia do
wyrazu N-tego rzedu. Np. dla metody drugiego rzedu

Xit1 = xi + h(wiki + wokp)
= X; + thf(t,',X,') - hW2f(t,' —+ alh,x,- + blhkl)
~ x; + hwi f(t;, ;) + hwaf (7, x;) + h?w: <a of + bk 8{)
~ Aj 1 iy Ri 2 iy Xi 2 lat 1 18x
podczas gdy

of

X(t; + h) ~ x(t) + h (8, x) + o [815

(8, x) f}
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Metody Rungego-Kutty |~ UNiwersytet Slaski w Katowicach

Metody Rungego-Kutty

Otrzymujemy w ten sposéb uktad 3 réwnan z czteroma
niewiadomymi

wi+w =1
1
WQalzj
1
woby = 5

Pozwala nam to na pewna dowolno$¢ w rozwigzaniu. Jednym z
rozwigzan jest a; = % by = % wi; =0, wp =1 oraz

Xiy1 = Xj + hko,

gdzie ko = f(t; + 3h,x; + Shky), k= f(t;, x;).
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Metody Rungego-Kutty |~ UNiwersytet Slaski w Katowicach

Metody Rungego-Kutty

W ogdlnosci przy tworzeniu metody N-tego rzedu rozwigzywany
uktad bedzie miat mniejszy rozmiar niz ilo§¢ niewiadomych, co
pozwala na utworzenie wiekszej ilosci metod danego rzedu.

Btad metody Rungego-Kutty N-tego rzedu jest rzedu O(h") -
rozumowanie jest analogiczne do szacowania btedu metody Eulera.
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Uniwersytet Slaski w Katowicach

Metody Rungego-Kutty

Metody Rungego-Kutty

+ Euler (st Order)
=i =+=Euler h/2
Heun Verfahren (2nd order)
« Klassisches RK(4th order) |
Exakte Lésung
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Metody Rungego-Kutty |~ UNiwersytet Slaski w Katowicach
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Uniwersytet Slaski w Katowicac

Metody Rungego-Kutty

Dziekuje za uwage!
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