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Podstawy rachunku wariacyjnego

Zagadnienia wstepne

Definicja 1
Odwzorowanie J : § — R , gdzie § jest pewna rodzing funkcji, nazywamy
funkcjonatem.
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Zagadnienia wstepne

Definicja 1
Odwzorowanie J : § — R , gdzie § jest pewna rodzing funkcji, nazywamy
funkcjonatem.

Przyktad 1. Dtugos¢ krzywej y taczacej dwa ustalone punkty (xi,y1),
(x2,y2), przy zatozeniu, ze jest ona klasy C! na przedziale [x1, xo], jest
przyktadem funkcjonatu. Jak wiadomo, mozna ja obliczyé z nastepujacego

WZOru:
X2
Ay) :/,/1 +y/(x)2dx
X1
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Zagadnienia wstepne

Niech a,b,A, B € R oraz a < b.

W naszych dalszych rozwazaniach, bedziemy rozpatrywac przestrzenie
metryczne zupetne nastepujacych postaci :

(i) (C([a, b)), po), gdzie C([a, b]) jest przestrzenia funkcji ciagtych na

przedziale [a, b], a po : C([a, b]) x C([a, b]) — R jest metryka
zdefiniowang wzorem:

po(u,v) = max |v(x) —u(x)| dla u,ve C([a,b]);

x€|a,b]
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Zagadnienia wstepne

Niech a,b,A, B € R oraz a < b.
W naszych dalszych rozwazaniach, bedziemy rozpatrywac przestrzenie

metryczne zupetne nastepujacych postaci :
(i) (C([a, b)), po), gdzie C([a, b]) jest przestrzenia funkcji ciagtych na
przedziale [a, b], a po : C([a, b]) x C([a, b]) — R jest metryka
zdefiniowang wzorem:

po(u,v) = Xrg[i)Z] |v(x) —u(x)] dla u,veCC(ab]);

(”) (C(a7 b, A, B)vaO)v gdzie
C(a,b,A, B) ={y € C([a, b]) : y(a) = AN y(b) = B} (tzw.
przestrzen funkcji umocowanych na koncach), a

P0 = Po [C(a,b,A,B)xC(a,b,A,B)
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Zagadnienia wstepne

(ii) (CY([a, b]), p1), gdzie C([a, b]) oznacza przestrzeh funkcji
rézniczkowalnych o ciagtych pochodnych pierwszego rzedu (w
przedziale [a, b]), natomiast
p1: CY([a, b]) x CY([a, b]) — R jest metryka okreslona wzorem:

pru,v) = max [v(x)=u(x)l+ max V' (x) =" ()] = po(u, v)+po(u', v

x€|a, x€]|a,

dla u,v € CY([a, b]);
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Zagadnienia wstepne

(ii) (CY([a, b]), p1), gdzie C([a, b]) oznacza przestrzeh funkcji
rézniczkowalnych o ciagtych pochodnych pierwszego rzedu (w
przedziale [a, b]), natomiast
p1: CY([a, b]) x CY([a, b]) — R jest metryka okreslona wzorem:
pausv) = max |vlx)=u() - max [V/(x)=/ ()] = pol ) +pol v

x€|a, x€]|a,

dla u,v € CY([a, b]);

(iv) (C'(a, b, A B), 1), gdzie f1 = p1 [ CL(ab,A,B)x Cl(a,b,4,B) OFZ
C'(a, b, A, B) = {y € C([a,b]) : y(a) = AAy(b) = B} .
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Zagadnienia wstepne

Dla utatwienia dalszych rozwazan, przyjmiemy oznaczeniowo, iz pg = po
oraz p; = p1. Ponado oznaczmy przez Koy(x, r) kule o srodku w punkcie
(funkgji) x i promieniu r w przestrzeniach (C(][a, b]), po) i

(C(a, b, A, B), po), natomiast w pozostatych dwéch, z wspomnianych
wczesniej przestrzeni, kule bedziemy oznacza¢ jako Ki(x, r).
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Zagadnienia wstepne

Stwierdzenie 1

Dla dowolnej funkcji u € C*([a, b]) (u € C(a, b, A, B)) oraz dowolnego
r > 0 zachodzi
Ki(u,r) C Ko(u,r)
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Zagadnienia wstepne

Stwierdzenie 1
Dla dowolnej funkcji u € C*([a, b]) (u € C(a, b, A, B)) oraz dowolnego
r > 0 zachodzi

Kl(“? r) C KO(U7 r)

Dowdd. Ustalmy v € Ki(u,r). Wéwczas

r > pi(u,v) = po(u,v) + p(ulv VI)

Korzystajac z nieujemnosci metryki wnosimy, iz po(u, v) < r, a zatem
v e Ko(u,r).
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Zagadnienia wstepne

Definicja 2

Niech J : X — R bedzie funkcjonatem okreslonym na przestrzeni
metrycznej X oraz y € X.

Méwimy, ze w punkcie y osiagane jest minimum (maksimum) lokalne
funkcjonatu J, jezeli istnieje taka kula K(y,r) C X, ze J(v) > J(y)
(J(v) < J(y)) dla v e K(y,r).
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Zagadnienia wstepne

Definicja 2

Niech J : X — R bedzie funkcjonatem okreslonym na przestrzeni
metrycznej X oraz y € X.

Méwimy, ze w punkcie y osiagane jest minimum (maksimum) lokalne
funkcjonatu J, jezeli istnieje taka kula K(y,r) C X, ze J(v) > J(y)
(J(v) < J(y)) dla v € K(y, r). Punkt y nazywamy ekstremum lokalnym.
Ekstrema w przestrzeniach C([a, b]) oraz C(a, b, A, B) nazywamy
mocnymi, natomiast w przypadku przestrzeni C*([a, b]), C'(a, b, A, B)
ekstrema lokalne nazywamy stabymi.
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Zagadnienia wstepne

Twierdzenie 1

Jezeli na pewnej funkcji klasy C! osiagane jest minimun (maksimum)
mocne, to na tej funkgji osiggne jest minimum (maksimum) stabe.
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Zagadnienia wstepne

Twierdzenie 1

Jezeli na pewnej funkcji klasy C! osiagane jest minimun (maksimum)
mocne, to na tej funkgji osiggne jest minimum (maksimum) stabe.

Dowéd. Udowodnimy jedynie przypadek, gdy funkcja y (klasy C!) jest
maksimum mocnym funkcjonatu J w C(a, b, A, B). Wéwczas istnieje taka
kula Ko(y, r) w tej przestrzeni, ze dla kazdego v € Ky(y, r) zachodzi

J(y) > J(v) . Na mocy stwierdzenia 1, dla kazdego x € Ki(y, r) mamy, iz
x € Ko(y, r). Stad

A ) = (),

XeKl(y7r)

zatem na funkcji y osiggane jest maksimum stabe.
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Zagadnienia wstepne

Twierdzenie 1

Jezeli na pewnej funkcji klasy C! osiagane jest minimun (maksimum)
mocne, to na tej funkgji osiggne jest minimum (maksimum) stabe.

Dowéd. Udowodnimy jedynie przypadek, gdy funkcja y (klasy C!) jest
maksimum mocnym funkcjonatu J w C(a, b, A, B). Wéwczas istnieje taka
kula Ko(y, r) w tej przestrzeni, ze dla kazdego v € Ky(y, r) zachodzi

J(y) > J(v) . Na mocy stwierdzenia 1, dla kazdego x € Ki(y, r) mamy, iz
x € Ko(y, r). Stad

A ) = (),

XeKl(y7r)

zatem na funkcji y osiggane jest maksimum stabe.

Twierdzenie odwrotne do powyzszego twierdzenia nie zachodzi. J
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Istnienie ekstremum lokalnego

Twierdzenie 2

Niech f : [a, b] X [c,d] — R bedzie ciagta funkcja o ciggtej pochodnej %
w [a, b] X [c, d].

Woéwczas dla kazdego x € [a, b]

d d

d 0
&/f(x,y)dy—/af(x,y)dy-

c
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Istnienie ekstremum lokalnego
Twierdzenie 3 (Cauchy'ego-Buniakowskiego AKA Schwarza dla catek)
Jezeli funkcje f, g sa ciagte na [a, b], to

b 2 b b

/f(x)g(x)dx < /f(x)zdx/g(x)zdx.

a a a
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Istnienie ekstremum lokalnego
Twierdzenie 3 (Cauchy'ego-Buniakowskiego AKA Schwarza dla catek)
Jezeli funkcje f, g sa ciagte na [a, b], to

b 2 b b

/f(x)g(x)dx < /f(x)zdx/g(x)zdx.

a a a

Lemat 4
Niech f,g € C*([a, b]). Jezeli dla kazdej funkcji h € C1(a, b,0,0)

b

[0 + gl () =0,

a

to funkcja g € CY([a, b]) oraz g’ = f.
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Istnienie ekstremum lokalnego

Twierdzenie 5 (warunek konieczny istnienia ekstremum)
Niech F : [a, b] x R? — R bedzie funkcja klasy C* oraz J bedzie
funkcjonatem w przestrzeni C!(a, b, A, B) okresonym wzorem:

b
J(u) = /F(X, u(x), u'(x))dx, ue Cla,b,A B)

a

Jezeli na funkcji y € C1(a, b, A, B) osiagne jest stabe ekstremum
funkcjonatu J, to dla x € [a, b] funkcja %F(X,y(x),y’(x)) jest
rézniczkowalna oraz spetniona jest réwnosé

o |5y 6] = G0,y () =0
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Istnienie ekstremum lokalnego

Dowdd. Zatézmy, ze funkcjonat J osigga stabe ekstremum na funkgji

y € CY(a, b, A, B), tzn. istnieje taka kula Ki(y, r), ze dla kazdego

u € Ki(y, r) zachodzi J(u) > J(y) (gdy na y osiggane jest minimum) albo
J(u) < J(y) (dla maksimum).
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Istnienie ekstremum lokalnego

Dowdd. Zatézmy, ze funkcjonat J osigga stabe ekstremum na funkgji

y € CY(a, b, A, B), tzn. istnieje taka kula Ki(y, r), ze dla kazdego

u € Ki(y, r) zachodzi J(u) > J(y) (gdy na y osiggane jest minimum) albo
J(u) < J(y) (dla maksimum).

Wezmy teraz dowolna funkcje h € C*(a, b,0,0). Jako funkcja klasy C* na
zbiorze zwartym [a, b] jest ona wraz z swoja pochodna ograniczona, tzn.

max_|h(x)| + max |h’( )| < k.
k>0 x€[a,b] x€la,b
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Istnienie ekstremum lokalnego

Dowdd. Zatézmy, ze funkcjonat J osigga stabe ekstremum na funkgji

y € CY(a, b, A, B), tzn. istnieje taka kula Ki(y, r), ze dla kazdego

u € Ki(y, r) zachodzi J(u) > J(y) (gdy na y osiggane jest minimum) albo
J(u) < J(y) (dla maksimum).

Wezmy teraz dowolna funkcje h € C*(a, b,0,0). Jako funkcja klasy C* na
zbiorze zwartym [a, b] jest ona wraz z swoja pochodna ograniczona, tzn.

max_|h(x)| + max |h’( )| < k.
k>0 x€[a,b] x€la,b

Niech 6o = 7. Rozwazmy dla ¢ € R takich, ze |0| < dp rodzing funkgji
us =y + 0h. Wykazemy, ze us € Ki(y, r).
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Istnienie ekstremum lokalnego

us=y+dh
Wykazemy, ze us € Ki(y, r).
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Istnienie ekstremum lokalnego

us =y -+ oh
Wykazemy, ze us € Ki(y, r).
Poniewaz y, h € CY([a, b]), wiec réwniez us € C([a, b]). Z faktéw, iz

y(a) = A, y(b) = B i h(a) = h(b) = 0 wynikaja réwnosci us(a) = A oraz
us(b) = B, a zatem funkcje us € C'(a, b, A, B).
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Istnienie ekstremum lokalnego

us =y -+ oh
Wykazemy, ze us € Ki(y, r).
Poniewaz y, h € CY([a, b]), wiec réwniez us € C([a, b]). Z faktéw, iz
y(a) = A, y(b) = B i h(a) = h(b) = 0 wynikaja réwnosci us(a) = A oraz
us(b) = B, a zatem funkcje us € C'(a, b, A, B). Wtedy

p1(us, y) = max [us(x) — y(x)] + max |us(x) —y'(x)| =
x€[a,b] x€[a,b]

)

— Sh SH (x)| =
;&3211 (XN-+XgE§H (x)]

— 15 h W) ) < ok = r,
91 (1G] + max 501 ) < dok =7

a zatem us € Ki(y, r) (gdy [0] < do).
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Istnienie ekstremum lokalnego

W zwigzku z poczynionym zatozeniem mamy, iz J(us) > J(y) albo
J(us) < J(y) (w zaleznosci od przypadku ekstremum), co przy oznaczeniu

b

o(6) = / Flx, y(x) + 5h(x), y'(x) + K (x))dx

a

daje ¢(8) = ¢(0) czy tez p(d) < ¢(0).

!Dla formalnosci, nasza funkcje podcatkowa F o trzech zmiennych, mozemy
interpretowac jako funkcje dwéch zmiennych - x oraz §.
Sebastian Haratyk
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Istnienie ekstremum lokalnego

W zwigzku z poczynionym zatozeniem mamy, iz J(us) > J(y) albo
J(us) < J(y) (w zaleznosci od przypadku ekstremum), co przy oznaczeniu

b
o(6) = / Flx, y(x) + 5h(x), y'(x) + K (x))dx

a

daje ¢(0) > ¢(0) czy tez p(d) < ¢(0). Stad wnioskujemy, iz funkcja ¢
okreslona dla § € (—do, dp) ma lokalne ekstremum w punkcie § = 0. Z
postaci funckji ¢ oraz twierdzenia 2 * wynika, ze jest ona rézniczkowalna,
a zatem skoro ma ekstremum lokalne dla § = 0, to ¢/(0) = 0.

!Dla formalnosci, nasza funkcje podcatkowa F o trzech zmiennych, mozemy
interpretowac jako funkcje dwéch zmiennych - x oraz §.
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Podstawy rachunku wariacyjnego
Istnienie ekstremum lokalnego

Otrzymujemy wiec

b
F10) = 55 [ Foxy(6) + 5h0x). 5/ () + 01 () =

b
-/ [fy Flx, y(x) + 8h(x), ¥/ (x) + 5H () )h(x)dc-+

a

+68y,F(Xa)/(X) + 6h(x),y'(x) + 6H' (x))H'(x)dx]dx,
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Podstawy rachunku wariacyjnego
Istnienie ekstremum lokalnego

Otrzymujemy wiec

o'(6) = % / F(x,y(x)+ dh(x),y'(x) + 0H (x))dx =

/[ x) + 6h(x),y'(x) + 6h'(x)) h(x)dx+

+5F( Y(x) + 6h(x), ¥/ (x) + 3 (x)) B (x)dx]dx,

a zatem w punkcie 6 =0

b
/ [£F<x,y<x),y'(x)>h(x>dx+fy,F(x,y(xw’(x))h'(x)dx dx =0

a
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Istnienie ekstremum lokalnego
Oznaczmy f(x) = 2 F(x, y(x),y'(x)) i g(x) = 55 F(x, y(x), y'(x)).

Zauwazmy, ze obie te funkcje sg ciggte oraz dla dowolnych funkgji
h € CY(a,b,0,0)

b
/[f(x)h(x) + g(x)h (x)]dx = 0.
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Istnienie ekstremum lokalnego

Oznaczmy £(x) = 5 F(x,y(x),y'(x)) i £(x) = 2 F(x,y(x),'(x)).
Zauwazmy, ze obie te funkcje sg ciggte oraz dla dowolnych funkgji
h € Cl(a, b,0,0)

/[f x) + g(x)h (x)]dx = 0.
Na mocy lematu 1 otrzymujemy, iz g jest rézniczkowalna oraz g’ = f, a
zatem
d 0

X [;MF(x,y(x),y’(x))] - 8yF(XaY(X)7y/(X))’
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Istnienie ekstremum lokalnego

Oznaczmy £(x) = 5 F(x,y(x),y'(x)) i £(x) = 2 F(x,y(x),'(x)).
Zauwazmy, ze obie te funkcje sg ciggte oraz dla dowolnych funkgji
h € Cl(a, b,0,0)

/ [F(x)h(x) + g(x)H (x)dx = 0.

Na mocy lematu 1 otrzymujemy, iz g jest rézniczkowalna oraz g’ = f, a
zatem d 9 b
T Py, 00)] = 2 Pl (). 09

skad ostatecznie otrzymujemy

% [(fy’F(Xm(x),y’(X))] - c‘;{)yF(va(X),Y'(X)) =0.
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Podstawy rachunku wariacyjnego

Istnienie ekstremum lokalnego

Definicja 3

Moéwimy, ze funkcja y € Cl(a, b, A, B) jest ekstremala funkcjonatu J
(okreslonego wzorem J(u fF x, u(x), u'(x))dx, u € C(a, b, A, B)),
gdy dla x € [a, b] spe’mia ona rc')wnanie

d [OF OF ,
t -0
Ix [8 ;7 (x ,y,y)] ay(x,y,y) :

zwane réwnaniem Euler'a.
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Zagadnienie brachistochrony

Zagadnienie brachistochrony jest najstarszym niegeometrycznym zagadnieniem rachunku
wariacyjnego postawionym i rozwigzanym przez Jana Bernoulli'ego w 1696 roku.
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Zagadnienie brachistochrony

Zagadnienie brachistochrony jest najstarszym niegeometrycznym zagadnieniem rachunku
wariacyjnego postawionym i rozwigzanym przez Jana Bernoulli'ego w 1696 roku.

Rozwazamy dwa punkty - poczatek uktadu (w ktérym o$ y wskazuje w dét) oraz punkt
(a, b) bedacy punktem potozonym nizej (jak na rysunku ponizej). Naszym zadaniem
bedzie wyznaczenie krzywej, po ktérej punkt materialny przemiesci sie (wytacznie pod
wptywem sity grawitacji) w jak najkrétszym czasie od punktu (0,0) do punktu (a, b).

Dodatkowo zaktadamy, ze z poczatku punkt materialny znajduje sie w spoczynku w
punkcie (0,0)

Sebastian Haratyk
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Zagadnienie brachistochrony

Zanim przejdziemy do wyznaczenia wspomnianej krzywej, wykazemy (przy
pewnym zatbzeniu) prostsza wersje réwnania Eulera.
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np. zamiast g—;(x,y,y’) bedziemy pisaé po prostu g—;.
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Zagadnienie brachistochrony

Zanim przejdziemy do wyznaczenia wspomnianej krzywej, wykazemy (przy
pewnym zatbzeniu) prostsza wersje réwnania Eulera.

Przy wspomnianym wyprowadzeniu bedziemy stosowaé zapis uproszczony,
np. zamiast g—;(x,y,y’) bedziemy pisaé po prostu g—;.

Zatézmy, ze funkcja F nie zalezy bezposrednio od zmiennej niezaleznej x.
Zauwazamy, iz

d [ ,0F ,d OF , OF

dx< 8y> dxﬁy Y oy’

Sebastian Haratyk Ekstremalne zastosowania matematyki w fizyc 9 maja 2015 19 / 31



Zastosowania rachunku wariacyjnego

Zagadnienie brachistochrony

Zanim przejdziemy do wyznaczenia wspomnianej krzywej, wykazemy (przy
pewnym zatbzeniu) prostsza wersje réwnania Eulera.
Przy wspomnianym wyprowadzeniu bedziemy stosowaé zapis uproszczony,
np. zamiast g—;(x,y,y’) bedziemy pisaé po prostu g—;
Zatézmy, ze funkcja F nie zalezy bezposrednio od zmiennej niezaleznej x.
Zauwazamy, iz

d [ ,0F ,d OF , OF

dx< 8y> dxﬁy Y oy’

Korzystajac z réwnania Eulera oraz powyzszej réwnosci otrzymujemy

d(pOFN _OF ,  OF
y8y’ 8y 8y’y'
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Zagadnienie brachistochrony

Rézniczka zupetna funkcji F jest postaci:

G _OF , 0F , OF
dx_ayy ay’y Ox’

ale skoro funkcja F nie zalezy jawnie od zmiennej x, to g—i =0, a zatem

d(,0F\ _df
dx y@y’ odx’
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Zagadnienie brachistochrony

Rézniczka zupetna funkcji F jest postaci:

dF _OF ,  OF ,  OF
dx 8y ay’y Ox’

ale skoro funkcja F nie zalezy jawnie od zmiennej x, to =0, a zatem

d (,0F\ dF

dx \Y dy' ) dx’
Ostatecznie po scatkowaniu powyzszej réwno$ci otrzymujemy uproszczone
réwnanie Euler’a (przy naszym dodatkowym zatozeniu)

F
gy — F = const.
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Zagadnienie brachistochrony

Powréémy zatem do naszego zagadnienia brachistochrony.
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Zagadnienie brachistochrony

Powréémy zatem do naszego zagadnienia brachistochrony.

Skoro punkt materialny znajduje sie poczatkowo w stanie spoczynku, to z
zasady zachowania energii jego energia kinetyczna (~) bedzie réwna
stracie energii potencjalnej (mgy), czyli v = \/2gy. Z drugiej strony,

/ 2
wiemy iz v(t) = (%)2 + (%) jest jego predkoscia.
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Zagadnienie brachistochrony

Powréémy zatem do naszego zagadnienia brachistochrony.
Skoro punkt materialny znajduje sie poczatkowo w stanie spoczynku, to z
zasady zachowania energii jego energia kinetyczna (~) bedzie réwna

stracie energii potencjalnej (mgy), czyli v = \/2gy. Z drugiej strony,

/ 2

wiemy iz v(t) = (%)2 + (%) jest jego predkoscia. Korzystajac z
dy

faktu, ze jedli x i y sa powigzane parametrem t oraz % #0, to % = %

mozemy zapisa¢ réwnowaznie
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Zagadnienie brachistochrony

Uwzgledniajac prawo zachowania energii oraz korzystajac z faktu, iz jesli
x = f(t), to % = é otrzymujemy
dx

2
dy

a1+ (&)
dx \2gy
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Zagadnienie brachistochrony

Uwzgledniajac prawo zachowania energii oraz korzystajac z faktu, iz jesli
x = f(t), to % = é otrzymujemy
dx

dx \2gy

Stad wnoismy, iz catkowity czas, w jakim punkt materialny przemiesci sie
po naszej krzywej y od punktu (0,0) do punktu (a, b) wynosi

T(y)=/ /W
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Zagadnienie brachistochrony

Uwzgledniajac prawo zachowania energii oraz korzystajac z faktu, iz jesli
x = f(t), to % = é otrzymujemy
dx

dx \2gy

Stad wnoismy, iz catkowity czas, w jakim punkt materialny przemiesci sie
po naszej krzywej y od punktu (0,0) do punktu (a, b) wynosi

T(y)=/ /W

W zwiazku z powyzszym, bedziemy szukaé ekstremum funkcjonatu
zadanego przy pomocy catki z funkcji F(x,y,y’) = V\}% ktéra nie
zalezy bezposrednio od x.
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Zagadnienie brachistochrony

Mozemy zatem skorzysta z uproszczonej réwnosci Eulera
oF
' —F=c
Y oy 15
v Vity? 1
a = - = )
V2gy(1+y?) V28 2gy(1+y")
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Zagadnienie brachistochrony

Mozemy zatem skorzysta z uproszczonej réwnosci Eulera
oF
y,(‘?T/’ —F=q,
y/2 /1 + y/ B 1

= - )
V2gy(1+y?) V2gy V2gy(1+ y2)

co po podniesieniu do kwadratu daje

1
1 2 - —c.
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Zagadnienie brachistochrony

Mozemy zatem skorzysta z uproszczonej réwnosci Eulera

OF
,? — F =qc,
y"? Vity?
2gy(1+y?) 2y 2gy(1+y?)’

co po podniesieniu do kwadratu daje

1
1+ —c.
y(1+y?) = 283 =c

Rozwiazujac réwnanie y (1 + <%> > = ¢ (o zmiennych rozdzielonych)
wzgledem y otrzymamy nastepujace catki

/\/Zdy:/dx.
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Zagadnienie brachistochrony

Zastosujmy podstawienie y = csin“3.
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Zagadnienie brachistochrony

0. .0
Zastosujmy podstawienie y = csin®%. Wéwczas dy = csinycoszdb, a

zatem
csin2? 0 0 0
/dx—/ C:sngc-sin2 'cos2d9:c/sin22d0.

Sebastian Haratyk Ekstremalne zastosowania matematyki w fizyc 9 maja 2015 24 /31



Zastosowania rachunku wariacyjnego

Zagadnienie brachistochrony

0. .0
Zastosujmy podstawienie y = csin®%. Wéwczas dy = csinycoszdb, a

zatem
csin2? 0 0 0
/dx—/ Cgngc-sin2 'cos2d9:c/sin22d0.

Stosujac catkowanie przez czesci obliczmy

/ sin®xdx = / sinx - sinxdx = —sinx - cosx + / cos®xdx =

—Sinx - cosx + / 1 — sin’xdx,
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Zagadnienie brachistochrony

0. .0
Zastosujmy podstawienie y = csin®%. Wéwczas dy = csinycoszdb, a

zatem
csin2? 0 0 0
/dx—/ Cgngc-sin2 'cos2d9:c/sin22d0.

Stosujac catkowanie przez czesci obliczmy

/ sin®xdx = / sinx - sinxdx = —sinx - cosx + / cos®xdx =

—sinx - cosx + / 1-— sin2xdx,
stad
) 1 . X
sin“xdx = —ismx - cosx + > + di.
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Zagadnienie brachistochrony

1
/sinzxdx = —Esinx - cosx + g + di,
a zatem
. 29 .2 c .
c [ sin §d9 = 2c [ sin“xdx = 5(9 — sinf) + do,
co daje nam rozwigzanie

X =

;(0 — sinf) + ds.
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Zagadnienie brachistochrony

1
/sinzxdx = —Esinx - cosx + g + di,

a zatem
. 29 .2 Cc .
c [ sin §d9 = 2c [ sin“xdx = 5(9 — sinf) + do,
co daje nam rozwigzanie
x = %(0 — sinf) + ds.

Jesli przyjmiemy 6 = 0 dla x = 0, to otrzymamy d> = 0.
Ostatecznie korzystajac z wzoru cos’x = % dostajemy

= %(l—cosﬁ).

—csinzg—c 1 cosh +1
y=ens = 2
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Zagadnienie brachistochrony

W efekcie uzyskaliSmy nastepujace parametryczne roéwnania na

wspotrzedne x i y

x = 5(60 — sind)

y =5 (1— cost),
ktére s zarazem parametrycznymi réwnaniami cykloidy, czyli krzywej, jaka
zakresla punkt znajdujacy sie na obwodzie toczacego sie kota ( 5 jest
promieniem tego kota, natomiast t jest parametrem rzeczywistym
odpowiadajacym katowi o jaki obrécito sie koto).

Sebastian Haratyk
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Zagadnienie brachistochrony

W efekcie uzyskaliSmy nastepujace parametryczne roéwnania na

wspotrzedne x i y
x = 5(60 — sind)
y =5 (1— cost),

ktére s zarazem parametrycznymi réwnaniami cykloidy, czyli krzywej, jaka
zakresla punkt znajdujacy sie na obwodzie toczacego sie kota ( 5 jest
promieniem tego kota, natomiast t jest parametrem rzeczywistym
odpowiadajacym katowi o jaki obrécito sie koto).

DowiedliSmy zatem, ze jezeli istnieje krzywa, po ktdrej czas staczania sie
punktu materialnego pod wptywem sity grawitacji jest najmniejszy, to jest
to fragment tuku cykloidy. Pokazanie, iz jest to faktycznie minimum, jest
dos¢ skomplikowane. Z tego powodu réwniez wiele autoréw milczaca
pomija tenze dowdd, ktérym my réwniez sie nie zajmiemy.
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Prawo Snelliusa

Wyprowadzimy teraz prawo Snelliusa korzystajac z zasady Fermata,
mowiacej, iz czas jaki zajmuje promieniowi Swietlnemu przejscie miedzy
dwoma ustalonymi punktami, jest réwny ekstremum czasu po wszystkich
mozliwych drogach faczacych te punkty.

Sebastian Haratyk
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Wyprowadzimy teraz prawo Snelliusa korzystajac z zasady Fermata,
mowiacej, iz czas jaki zajmuje promieniowi Swietlnemu przejscie miedzy
dwoma ustalonymi punktami, jest réwny ekstremum czasu po wszystkich
mozliwych drogach faczacych te punkty.

W wiekszosci przypadkdéw wspomnianym ekstremum z zasady Fermata jest

minimum. Zatézmy wiec, ze mamy jeden z tych przypadkéw i bedziemy
szukaé¢ minimum.
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Prawo Snelliusa

Wyprowadzimy teraz prawo Snelliusa korzystajac z zasady Fermata,
mowiacej, iz czas jaki zajmuje promieniowi Swietlnemu przejscie miedzy
dwoma ustalonymi punktami, jest réwny ekstremum czasu po wszystkich
mozliwych drogach faczacych te punkty.

W wiekszosci przypadkdéw wspomnianym ekstremum z zasady Fermata jest
minimum. Zatézmy wiec, ze mamy jeden z tych przypadkéw i bedziemy
szuka¢ minimum.

Analogicznie jak w przypadku zagadnienia brachistochrony bedziemy
zatem szuka¢ minimum funkcjonatu

CREC e

gdzie v(x, y) jest predkoscia $wiatta w danym o$rodku o wspoétczynniku
zatamania Swiatta n(x, y).
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Prawo Snelliusa

Wiemy jednak, ze v(x,y) = ﬁ gdzie ¢ jest predkoscia $wiatta w

prézni. Minimum naszego funckjonatu bedzie zatem réwne minimum
funkcjonatu

b
T(y):/n(x,y)\/l—i—y’de.

Sebastian Haratyk

Ekstremalne zastosowania matematyki w fizyc
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Prawo Snelliusa

Wiemy jednak, ze v(x,y) = ﬁ gdzie ¢ jest predkoscia $wiatta w
prézni. Minimum naszego funckjonatu bedzie zatem réwne minimum
funkcjonatu

b

T(y):/n(x,y)\/l—i—y’de.

Zatézmy teraz, ze n zalezy tylko od zmiennej y. Wéwczas mozemy
skorzysta z uproszczonej réwnosci Eulera, czyli dla przypomnienia

,OF

——F—cost
8y n
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Prawo Snelliusa

Wiemy jednak, ze v(x,y) = ﬁ gdzie ¢ jest predkoscia $wiatta w
prézni. Minimum naszego funckjonatu bedzie zatem réwne minimum
funkcjonatu

b

T(y):/n(x,y)\/l—i—y’de.

Zatézmy teraz, ze n zalezy tylko od zmiennej y. Wéwczas mozemy
skorzysta z uproszczonej réwnosci Eulera, czyli dla przypomnienia

,OF

——F—cost
8y n

Po nietrudnych przeksztatceniach otrzymujemy

Sebastian Haratyk

Ekstremalne zastosowania matematyki w fizyc 9 maja 2015



Zastosowania rachunku wariacyjnego

Prawo Snelliusa

n(y)
V1ty?

Gdy rozwazymy geometryczng interpretacje pochodnej, to zauwazamy, iz
mianownik powyzszego utamka jest réwny

/ sin%6 1
V14 tg20 =14/1 = —
tig + cos2f  cosf’

gdzie 6 jest katem pomiedzy styczna do krzywej y(x) a osig OX.

= const.
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Prawo Snelliusa

n(y)
V1ty?

Gdy rozwazymy geometryczng interpretacje pochodnej, to zauwazamy, iz
mianownik powyzszego utamka jest réwny

/ sin%6 1
V14 tg20 =14/1 = —
tig + cos2f  cosf’

gdzie 0 jest katem pomiedzy styczna do krzywej y(x) a osia OX.Mozemy
zatem nasza réwno$¢ Eulera zapisaé jako

= const.

n(y)cosf = const.
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Prawo Snelliusa

n(y)cosf = const.
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Zastosowania rachunku wariacyjnego

Prawo Snelliusa

n(y)cosf = const.
Pamietajac, ze cos(5 — ¢) = sing oraz na mocy powyzszej réwnosci
dostajemy prawo Snelliusa : jesli promien $wiatta przechodzi z o$rodka o
wspotczynniku zatamania n; do o$rodka zatamania np, to

nising1 = nysingo,

gdzie ¢;, i = 1,2 jest odpowiednim katem jaki tworzy droga promienia z
osig pionowa (mowa o prostej prostopadtej do granicy osrodkéw).
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