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Wielomiany

. Udowodnij, ze jezeli wielomian f(x) = 2% + axz® + ba? + cx + d ma wszystkie pierwiastki rzeczywiste, to

a=b=c=d=0.

. Dany jest wielomian f(z) = 2™ + a;2" "' 4+ a22" % + ... + apn_17 + a, o wspolezynnikach caltkowitych.

Udowodnij, ze jezeli przyjmuje on dla czterech parami réznych catkowitych argumentéw wartosé 5, to dla
zadnego catkowitego argumentu nie przyjmuje wartosci 8.

Wielomian f(z) = az* + bx® + cx? + dx spelnia warunki:

e a,bc,d>0,
e f(x) jest liczba catkowity dla « € {—2,-1,0,1,2},
o f(1) =1, £(5) = 0.

Wyznacz wspoétezynniki a, b, ¢, d oraz wykaz, ze f(zx) jest liczba calkowita dla kazdego catkowitego x.

. Wyznacz wszystkie wartosci p, dla ktérych réwnanie 2° — pr — 1 = 0 ma dwa pierwiastki r i s bedace
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pierwiastkami réwnania x* — ax + b = 0 o wspoélczynnikach catkowitych.

. Dany jest wielomian P(z) = 2% + ax® + bz + ¢ o wspotezynnikach wymiernych, ktérego pierwiastkami sg

liczby rzeczywiste w i v oraz ich iloczyn wv. Udowodnij, ze jezeli a # 1, to uv jest liczba wymierna.

Udowodnij, ze jezeli jeden z pierwiastkéw réwnania ax® + bx + ¢ = 0 o wspétezynnikach wymiernych jest
iloczynem dwoch pozostatych pierwiastkdéw, to jest on liczba wymierna.

Dany jest wielomian P(z) = 23 + ax? + bx + ¢ o wspolezynnikach catkowitych. Udowodnij, ze jezeli jeden z
pierwiastkow tego wielomianu réwny jest iloczynowi dwoch pozostatych, to liczba 2 - P(—1) jest podzielna
przez liczbe P(1) + P(—1) — 2(1 4+ P(0)).

Niech p bedzie wielomianem o wspotczynnikach catkowitych. Udowodnij, ze jezeli p(—n) < p(n) < n dla
pewnego calkowitego n, to p(—n) < —n.

Dane sa liczby naturalne k i p oraz wielomian f(x) = 2™ + arz” ' +agx™ 2+ ...+ ap_17 + a, 0 wspol-
czynnikach calkowitych. Udowodnij, ze jezeli zadna z liczb f(k), f(k+1),..., f(k + p) nie dzieli sie przez
p+ 1, to welomian f(x) nie posiada pierwiastkow catkowitych.

Wyznacz wszystkie warto§ci wymierne parametru a, dla ktérych trojmian f(x) = az? + (a + 1)z +a — 1
ma wszystkie pierwiastki caltkowite.

Dany trojmian kwadratowy f(z) zamieniamy na jeden z trojmianoéw z?f(1 4+ 1) lub (z — 1)%f(-15).

Rozstrzygnij, czy mozna otrzymaé¢ w ten sposob z tréojmianu 22 + 4z + 3 tréjmian 22 + 10z + 9.

Znajdz wszystkie wielomiany P(x) spelniajace dla kazdego x € R dana réwnosé:
a). xP(x — 1) = (x — 2)P(x)

b). (¢ — )Pz +1) = (2 +2)P(a)

¢). P(2?) = (P(x))?

d). P(x®* +1) = (P(z +1))3

). 1+ P(.’L‘) _ P(x—l);P(m-&-l)

). Plx+1)=P(z)+2zx+1

Wyznacz wszystkie wielomiany P(x) spelniajace dla dowolnych x,y € R réwnosé

P(x*—y*)=Px+y) - Plx—y).

Dane sg takie dwa wielomiany P(z) i Q(z), ze P(Q(z)) = Q(P(z)) dla kazdego = € R. Udowodnij, ze jezeli
rownanie P(z) = Q(z) nie ma pierwiastkow rzeczywistych to rownanie P(P(z)) = Q(Q(z)) takze nie ma
pierwiastkow rzeczywistych.



15. Wielomian P(z) ma wspotezynniki catkowite. Udowodnij, ze jezeli wielomiany P(x) oraz P(P(P(x))) maja
wspolny pierwiastek rzeczywisty, to maja takze wspolny pierwiastek catkowity.

16. Niech f(z) bedzie wielomianem o wspoétczynnikach catkowitych. Udowodnij, ze jezeli f(x) dzieli sie przez 3
dla trzech kolejnych wartosci catkowitych argumentu z, to dzieli sie przez 3 dla kazdej wartosci catkowitej
argumentu x.



