Wielomiany

1. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany W o wspotczynnikach catkowitych, spetniajace na-
stepujacy warunek: dla kazdej liczby naturalnej n liczba 2" —1 jest podzielna przez W (n).

2. Zmalez¢ wszystkie wielomiany W o wspoétczynnikach rzeczywistych, majace nastepu-
jaca wlasnosé: jezeli x + y jest liczba wymierna, to W(x) + W(y) jest liczba wymierna.

3. Niech W bedzie wielomianem o wspotczynnikach catkowitych, przyjmujacym dla pew-
nych dwoch réznych liczb catkowitych wartosci wzglednie pierwsze. Dowies¢, ze istnieje
nieskonczony zbior liczb catkowitych, dla ktorych wielomian W przyjmuje wartosci pa-
rami wzglednie pierwsze.

4. Niech c bedzie taka liczbg rzeczywista, ze wielomian
P(z) =2° —52° + 42 — ¢
ma pie¢ roznych pierwiastkow rzeczywistych xq, xo, x3, x4, 5. Wyznaczy¢, w zaleznosci

od ¢, sume¢ wartosci bezwzglednych wspotczynnikow wielomianu

Qz) = (z — x1)(z — z3)(z — x3)(z — ) (z — x3).

5. Dane sg wielomiany W1 (z), Ws(x), ..., W,,(x) stopnia co najmniej 1, o wspétezynnikach
catkowitych. Wykazaé, ze dla pewnej liczby catkowitej a wszystkie liczby

Wi(a), Wa(a), ..., W,(a)

sg ztozone.

6. Dany jest wielomian W (z) = 2 + ax + b o wspotezynnikach catkowitych, spetniajacy
warunek: dla kazdej liczby pierwszej p istnieje taka liczba catkowita k, ze liczby W (k)
oraz W (k 4 1) sa podzielne przez p. Dowies¢, ze istnieje liczba catkowita m, dla ktére;

W(m)=W(m+1)=0.
7. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb catkowitych a, b, dla ktorych istnieje taki wielomian
P(z) o wspétezynnikach catkowitych, ze iloczyn (22 + ax + b) - P(z) jest wielomianem
postaci
"+ ey 4 ez + oo,

gdzie kazda z liczb ¢y, ¢, ...c,,_1 jest réwna 1 lub —1.

8. Dane sg nieujemne liczby catkowite k1 < ko < ... < ky,,. Niech n = 28 4 2F2 4 | 4 2Fm,
Wyznaczy¢ liczbe nieparzystych wspotezynnikéow wielomianu P(z) = (x + 1)".

9. Wielomian P(x) ma wspo6tezynniki catkowite. Udowodnié, ze jezeli wielomiany P(z)
oraz P(P(P(x))) maja wspllny pierwiastek rzeczywisty, to maja takze wspdlny pierwia-
stek catkowity.



10. Wielomian W o wspoétezynnikach rzeczywistych przyjmuje w przedziale (a, b) (gdzie
a < b) tylko wartosci dodatnie. Udowodnic, ze istnieja takie wielomiany P oraz @1, Qs ...,

Qm, 7€
W(z) = (P(x))” + (x — a)(z — b) > (Qi(x))".

i=1
11. Dana jest liczba pierwsza p # 5 oraz takie liczby catkowite a, b, ¢, ze p jest dzielni-
kiem obu liczb a +b+ci a® + b° + ¢>. Wykazaé, ze co najmniej jedna z liczb a® + b? + 2,
a’ 4+ b® + ¢ jest podzielna przez p.

12. Rézne wielomiany P i ) o wspotczynnikach rzeczywistych spetniaja warunek

P(Q(z)) = Q(P(x))
dla kazdego x. Wykazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n wielomian

P(P(..P(P(x))...)) - Q(Q(.Q(Q(x))...)

jest podzielny przez wielomian P(x) — Q(x).



