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1. Poczatki

Rozwazania dotyczace przedstawiania liczby jako sumy czterech kwadra-
tow pojawiaja sie juz w stynnym dziele Arytmetyka, autorstwa Diofantosa
— aleksandryjskiego matematyka zyjacego w 3. wieku n. e. W 1621 roku,
w przygotowanej przez francuskiego matematyka Claude’a Gasparda Bache-
ta lacinskiej edycji tego dziela, zamieszczone zostalo nastepujace twierdze-
nie:

Kazda liczba naturalna jest sumg czterech kwadratow.

Zostalo ono udowodniona przez znanego wiloskiego matematyka Josepha
Louisa Lagrange’a w 1770 roku — dlatego zostato nazwane jego imieniem.

Dowéd twierdzenia Lagrange’a, ktory przedstawimy, opiera si¢ na zasto-
sowaniu metod algebraicznych. Zanim bedziemy w stanie go przeprowadzic,
musimy wprowadzié¢ definicje kilku waznych poje¢ algebraicznych i oméwié
ich wtasnosci.

2. Kwaterniony Hamiltona

Przypomnijmy, ze liczbg zespolona nazywamy kazdg liczbe postaci a + bi,
gdzie a oraz b sa liczbami rzeczywistymi, a ¢ jest tak zwana jednostka
urojong, ktora spelnia zaleznoéé i> = —1. Nie bedziemy tutaj opisywaé
konstrukcji liczb zespolonych; ograniczymy sie jedynie do stwierdzenia, ze
typowa konstrukcja zbioru liczb zespolonych C opiera sie¢ na wprowadzeniu
dzialan dodawania i mnozenia na parach uporzadkowanych liczb rzeczywi-
stych. Konstrukcja taka pozwala w prosty sposéb uzasadni¢ najwazniejsze
wlasnosci algebraiczne liczb zespolonych.

Liczby zespolone daja wyrazne korzyéci, gdy zostana wykorzystane w geo-
metrii ptaszczyzny. Fakt ten sktonit matematykow do poszukiwan podob-
nego systemu, ktéry pozwolitby w analogiczny sposéb opisaé przestrzen
tréjwymiarows.



Sir William Rowan Hamilton, irlandzki matematyk, byt jedna z oséb,
ktoére poszukiwaly odpowiedniego sposobu konstrukeji. Hamilton chcial zde-
finiowa¢ dzialania na trdojkach uporzadkowanych, tak, aby otrzymaé kon-
strukcje o podobnych wtasnosciach do systemu C. Z pewnych przyczyn oka-
zalo sie to jednak niemozliwe.

W poniedziatek, 16 pazdziernika 1843, podczas spaceru z zona po ro-
dzinnym Dublinie, Hamiltonowi przyszta do glowy koncepcja wprowadze-
nia dzialan na zbiorze czwérek — a nie tréjek — uporzadkowanych. Idea
byta dla niego tak ekscytujaca, ze wyryt reguly dziatan na kwaternionach
na moscie nad Kanalem Kroélewskim. Pomyst istotnie okazal sie rewelacyj-
ny — czwoérki uporzadkowane, nazwane pézniej kwaternionami, odegraly
znaczacy role w rozwoju nauki — przede wszystkim w matematyce, fizyce
i astronomii, a ostatnio maja rowniez szerokie zastosowanie w grafice kom-
puterowej.

Nakresdlimy teraz najwazniejsze idee zwiazane z pojeciem kwaternionéw.
Nie bedziemy podawaé formalnej konstrukcji — ograniczymy sie jedynie do
wymienienia podstawowych wtasnosci, ktore wystarcza do naszych bezpo-
$rednich celéw. Podkre$lamy tutaj, ze takie podejscie nie daje nam infor-
macji na temat tego, czym tak naprawde jest kwaternion; niemniej jednak
przy definiowaniu jakichkolwiek liczb wazne jest, aby definicja zapewniala
nam pozadane wlasnosci — kwestia budowy nie odgrywa na ogdt zadnej roli.
W szczegdlnosei, kwaterniony mozna definiowaé zaréwno jako uporzadkowa-
ne pary liczb zespolonych, jak i pewne szczegdlne macierze kwadratowe —
w obu przypadkach otrzymujemy identyczny pod wzgledem wlasnosci
obiekt.

Okreslenie kwaternionu, ktére przyjmiemy, jest podobne do okreslenia
liczby zespolonej; jak sie wkrotce przekonamy, kazda liczba zespolona jest
kwaternionem.

Okreslenie 2.1. Kwaternionem nazywamy wyrazenie £ = a + bi 4 ¢j +
dk, gdzie a, b, ¢, d sa liczbami rzeczywistymi. Zbior wszystkich kwaternionéw
oznaczamy symbolem H.

Okreslenie 2.2. Niech £ = a + bi + ¢j + dk oraz & = d' +Vi+ dj+ d'k.
Kwaterniony &, ¢ nazywamy rownymi jeSlia =ad Ab=VANc=d Nd=d'.

Wprowadzimy teraz dziatanie dodawania i odejmowania kwater-
nionéw. Sg one bardzo podobne do odpowiadajacych im dziatan na liczbach
zespolonych.

Okreslenie 2.3. Niech £ = a+bi+cj+dk oraz ¢ = a'+b'i+j+d'’k. Suma
kwaternionéw &, ¢’ nazywamy kwaternion £ + ¢ := (a +d’) + (b + V)i +
(c+ )j+ (d+ d)k. Roznicg kwaternionéow &, ¢ nazywamy kwaternion
E—¢&=(@-d)+b-V)i+(c—)j+ (d—d)k.

Zmacznie bardziej ztozone jest wprowadzenie dzialania mnozenia. Za-
nim podamy ogdélny sposéb mnozenia kwaternionéw, zatrzymamy sie na



chwile nad okresleniem mnozenia jednostek i, j, k. Jednostki te sa ozna-
czane kolejnymi trzema literami alfabetu tacinskiego. Nie jest to przy-
padek — przy mnozeniu tych jednostek decydujaca role odgrywa ich kolej-
noéé, czesciowo okredlona przez kolejnosé alfabetyczna.

Przyjmujemy, ze bezposrednio po i nastepuje j, a bezposrednio po j na-
stepuje k. Ponadto, dla naszych celéw przyjmijmy, ze bezposrednio po k
nastepuje i. Zefiniowaliémy quasi-alfabetyczng kolejnos¢; w przeciwien-
stwie do ,zwyktej” kolejnosci alfabetycznej, kazda jednostka ma jedna na-
stepujaca bezposrednio po niej.

... ijkijkijkijkijkijkijkijk . .

Jest oczywiste, ze w podobny sposéb mozemy okresli¢ odwrotnag ko-
lejnos¢ quasi-alfabetyczna:

... kjikjikjikjikjikjikjikji. .

Pokazemy teraz, jak powyzsze rozwazania maja sie¢ do regul mnozenia
jednostek w kwaternionach. Zauwazmy, ze iloczyn dwoch jednostek jest
jednej z nastepujacych postaci:

1. Dwie kolejne w sensie kolejnosci quasi-alfabetycznej jednost-
ki. Sa to iloczyny ij, jk oraz ki. W kazdym z tych przypadkéw wyni-
kiem bedzie jednostka nastepujaca bezposrednio po drugim czynniku.
Mboéwiac inaczej, wynikiem bedzie jednostka, ktéra nie wystepowala
w tym iloczynie. Na tej zasadzie mamy wiec: ij = k, jk = i oraz
ki =j.

2. Dwie kolejne w sensie odwrotnej kolejnosci quasi-alfabetycznej
jednostki. Sa to iloczyny ji, kj oraz ik. W kazdym z tych przypadkéw
wynikiem bedzie jednostka bezposrednio poprzedzajaca pierwszy czyn-
nik, ale ze znakiem minus. Méwiac inaczej, wynikiem bedzie —1 razy
jednostka, ktéora nie wystepowata w tym iloczynie. Na tej zasadzie
mamy wiec: ji = —k, kj = —1i oraz ik = —j.

3. Dwie identyczne jednostki. Sa to iloczyny ii = i2, jj = j% oraz
kk = k2. Kazdy z tych iloczynéw jest réwny —1. Mamy wiec: iZ =
:2 2
=k =-1.

Okreslone powyzej reguly nazywamy regutami mnozenia. Zeby pomno-
zy¢ dwa dowolne kwaterniony, mnozymy kazdy sktadnik pierwszego przez
kazdy skladnik drugiego i dodajemy wyniki — jak w przypadku mnozenia
wielomianéw. Nastepnie, korzystajac z regul mnozenia, zamieniamy wyraze-
nia w rodzaju 2ji, —k?, czy 5ki na prostsze wyrazenia — w tym przypadku
bytyby to odpowiednio: —2k, 1, 5j. Nastepnie porzadkujemy sume, dopro-
wadzajac ja do postaci & = a + bi + ¢j + dk, gdzie a,b,c,d € R.



Przyklad 2.4. (3+i—j+2k)(1 —i+3j—2k) = 3(1 —i+3j—2k) +
i(1—i+3j—2k) —j(1—i+3j—2k) +2k(1—i+3j—2k) =3—3i+
9j — 6k +1— i+ 3ij — 2ik — j + ji — 3j2 + 2jk + 2k — 2ki + 6kj — 4k2 =
3—3i+9j—6k+i+1+3k+2j—j—k+3+2i+2k—2j—6i+4 = 11—6i+8j—2k

Przyktad 2.5. (i+j)(1+k) = i(1+k)+j1+k) =i+ik+j+jk =
i—j+j+i=2i
A+k)@i+j)=i+j+k(i+j)=i+j+ki+kj=i+j+j—i=2j
2i=0+4+2i+0j+ 0k

2j=040i+2j+0k

Kwaterniony 2i oraz 2j réznia sie wspélczynnikami przy jednostce i (jak
réwniez przy j), dlatego nie sa réwne.

(i+3)(1+k)# A +k)(i+))

Whniosek 2.6. MnozZenie kwaterniondéw nie jest przemienne.

Uwaga 2.7. Kazda liczba rzeczywista x jest kwaternionem: x = x + 0i +
0j + Ok.

Kazda liczba zespolona z jest kwaternionem: z = a + bi = a + bi 4 0j + Ok.
RCCCH

Definicja 2.8. Kwaternion £ = a+bi+cj+dk, ktérego wszystkie wspotczyn-
niki a, b, ¢, d s liczbami catkowitymi, nazywamy kwaternionem o wspot-
czynnikach catkowitych. Zbior wszystkich kwaternionéw o wspdlczynni-
kach catkowitych oznaczamy symbolem H(Z).

Definicja 2.9. Kwaternion & = a+bi+cj+dk, ktérego wszystkie wspbdlczyn-
niki a, b, ¢, d sa liczbami wymiernymi, nazywamy kwaternionem o wspot-
czynnikach wymiernych. Zbiér wszystkich kwaternionéw o wspdélczynni-
kach wymiernych oznaczamy symbolem H(Q).

Uwaga 2.10. Natychmiast z definicji wynikaja dosyé¢ oczywiste inkluzje:
Z CH(Z), Q C H(Q) oraz H(Z) C H(Q) C H.

3. Sprzezenie i warto$¢ bezwzgledna kwaternionu

Definicja 3.1. Sprzezeniem kwaternionu £ = a+ bi+ cj+ dk nazywamy
kwaternion £* := a — bi — ¢j — dk. Kwaternion £* nazywamy kwaternionem
sprzezonym z &.

Uwaga 3.2. Jezeli z = a+bi, to 2" = a—bi—0j— 0k = a — bi = Z. Definicja
sprzezenia dla kwaternionéw jest zatem uogdlnieniem definicji sprzezenia
liczby zespolonej. W zwiazku z tym, sprzezenie kwaternionu & bedziemy
réwniez oznaczaé¢ symbolem &.

Definicja 3.3. Wartoscig bezwzgledng kwaternionu £ = a+bi+c¢j+dk
nazywamy liczbe rzeczywista ||¢|| := Va2 + b2 + c2 + d2.




Uwaga 3.4. Jezeli x € R, to x = x+0i+0j+0k, a wiec ||z|| = Va2 +3-02 =
Va2 = |z.

Jezeli z € C, czyli z = a + bi, to z = a + bi + 0j + Ok, a zatem |[|z|| =
Va2 + b2 +02+02 = |z|.

Wynika stad, ze definicja wartosci bezwzglednej kwaternionu jest uogdlnie-
niem definicji wartoéci bezwzglednej liczby rzeczywistej i zespolonej. W zwiaz-
ku z tym wartos¢ bezwzgledng kwaternionu & bedziemy oznaczaé symbolem

&l

Uwaga 3.5. Zbiér wszystkich kwaternionéw postaci x+yi+ zj+ 0k mozemy
utozsamiaé ze zbiorem wszystkich uporzadkowanych tréjek (z,y, z) o wspo6t-
rzednych rzeczywistych, a wiec rowniez z przestrzenia tréjwymiarows.
|z + yi+ zj| = Va2 + y? + 22 jest odlegloscia punktu (z,y, 2) od poczatku
uktadu wspolrzednych.

Twierdzenie 3.6. Dia kazdego kwaternionu & prawdziwa jest rowno$é:
==l

Dowdéd. Niech £ =a+bi+cj+dk; a,b,c,d € R.

E=a—bi—cj—dk

€€ = (a+bit+cj+dk)(a—bi—cj—dk) = a®—abi—acj—adk+abi—b?i? —bcij—
bdik +acj—bcji—c?j? — cdjk+adk —bdki—cdkj—d?k? = a® —abi—acj—adk+
abi+b? —bck+bdj+acj+bck+c? — edi+adk —bdj+cdi+d? = a®> +b*+ 2+ d?
&€ = (a—bi—cj—dk)(a+bi+cj+dk) = a®+abi+acj+adk —abi—b*i% —bcij—
bdik — acj—bcji—c?j? — cdjk — adk — bdki— cdkj—d*k? = a®+abi+acj+adk—
abi+b% —bck+bdj— acj+bck+c? — edi—adk —bdj+cdi+d?> = a®> +b* 4+ +d?
1612 = (Va2 + 02 + 2+ d?)? = a® + b2 + 2 + d? O

Twierdzenie 3.7. Dia dowolnych kwaternionéw &,£&' prawdziwa jest réw-
nosc:

§-8¢=¢-¢
Dowdéd. Niech £ =a+bi+cj+dk; a,b,c,d € R.
=d+0Vi+dj+dk; o0V, ,d eR
¢ = (a+bi+cj+dk)(ad +bi+dj+dk) =ad +abi+adj+adk+ba'i+
BY'i2 + be/ij + bd ik + ca§ + b ji+ o 2 + cd jk + da'k + db'Ki + d'kj + dd'k® —
aa’ + ab'i+ acdj+ ad'k + ba'i — bb' + b’k — bd'j + ca’j — cb'k — cc + cd'i +
da'’k + db'j — ddi — dd' = (aa’ — bV — e — dd') + (ab/ + ba' 4+ cd' — dc')i+
(ac —bd + ca’ 4+ db')j + (ad' + bc’ — cb’ + da’)k
& = (ad' —bb — cc —dd') + (—ab/ —ba’ — cd' +dc )i+ (—ad +bd' — ca’ —
db)j + (—ad — bc + b — da' )k
f=d —-bi-dj—dk
E=a—bi—cj—dk
&€= (d—-Vi—-dj—dk)(a—bi—cj—dk) = aa’ —a'bi—ad'cj—a'dk —Vai+
b'bi? + b cij + b dik — ¢’ aj+ 'bji+ c'cj? + ¢/ djk — d'ak + d'bki+ d'ckj + d'dk? =



aa’ — ba'i — ca’'j — da’k — ab'i — bb' + cb'’k — db'j — ac’j — bk — cc’ + dc'i —
ad'k + bd'j — cd'i — dd' = (aa’ —bb — cc’ —dd') + (—ab/ — ba' — cd’ + dc’)i+
(—ac +bd —ca’ — db')j + (—ad' — b’ + cb' — da’)k

£e-7¢ s
Whiosek 3.8. Dia dowolnych kwaterniotéw &, &' prawdziwa jest réwnosé:
€€1” = [¢*le'T
Dowdd. |§€')? = €€'€- & = €€'€"- € = €|¢P€ = [€']6€ = [€'PIE° = \5!2\5’\5

4. Tozsamosé Eulera

Sformutujemy teraz i udowodnimy jedna z wazniejszych tozsamosci w teorii
liczb; mianowicie, tozsamosé Eulera.

Twierdzenie 4.1 (Tozsamos¢ Eulera). Dla dowolnych a,b,c,d,a’, V', d" €
7 nastepujgca réwnosé jest prawdziwa: (a®+b%+c24d?)(a? +b%+-c?+d?) =
(aa’ + bV +cd +dd')? + (ab — bad’ — cd' + dc')? + (ac + bd' — ca’ — db')? +
(ad' — bc + cb' — da’)?

Dowdd. Niech:

E=a—bi—cj—dk

=d+0VVi+dj+dk

|§|2|§/‘2 — (a2 4 b2 4 C2 4 d2)(a/2 +b/2 4 Cl2 +d/2)

¢ = (a—bi—cj—dk)(d +Vi+j+dk) = ad +ali+adj+ ad'k —ba'i —

bb'i% — bc'ij — bd'ik — ca'j — cb'ji — c'j? — cd'jk — da’k — db'ki — dc'kj — dd'k? =

aa’ + ab'i+ acdj+ ad'k — ba'i + bb' — b’k +bd'j — ca'j + cb'k + cc — cd'i —

da'k —db'j+ ddi+ dd' = (ad' + bV + e +dd') + (ab/ — ba' — cd' + dc')i+

(ac +bd — ca’ — db')j+ (ad' — bc’ + cb/ — da’)k

1€€')? = (ad’ + bV + ¢ +dd')? + (abl — ba’ — cd' + dc’)? + (acd’ +bd' — ca’ —

dv')? + (ad' — b + cb — da’)?

Ale [¢[¢/]2 = [¢€/[2, cayli

(a®+ >+ 4d?)(a? + 6?4 2 +d'?) = (ad’ + bV +cc +dd')? + (ab' —ba’ —

cd +dc')? + (ad + bd' — ca’ — dV')? + (ad' — b’ + cb' — da’)? O
7 tozsamosci Eulera wynika natychmiast niezwykle istotny wniosek.

Whniosek 4.2. lloczyn sum czterech kwadratow jest sumg czterech kwadra-

tow.

Kolejny wniosek odegra znaczaca role w dowodzie twierdzenia Lagran-

ge’a.

Whniosek 4.3. Twierdzenie Lagrange’a jest rownowazne nastepujgcemu twier-
dzeniu: Kazda liczba pierwsza jest sumgq czterech kwadratéow liczb
catkowitych.



Dowdd. Implikacja (=) jest oczywista. Udowodnimy implikacje odwrotna.
Niech m € N. Rozwazmy trzy mozliwosci:

1. m=1
Wtedy m = 12 + 0% + 02 + 02

2. melP
Wtedy m jest suma czterech kwadratow z zaltozenia.

3. m jest liczba zlozona.
m=p* .. .8 pry.., o €P g, o €N
7 zalozenia:
p1 = a%+b? +C% —i—d%; ay,b1,c1,d1 € Z

pp = a2 + b2 +c2+d%; an, by, cn,d, €7

Zatem:

m = (af +bf +cf +di)™ ... (ap + 0 + ¢ + d7)0n

Ale iloczyn sum czterech kwadratéw jest sumg czterech kwadratéw.
Wynika stad, ze m jest suma czterech kwadratéw.

O



