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1 Rozgrzewka

Udowodnié¢, ze dla dowolnych nieujemnych liczb a, b, ¢, d zachodza:

a2 1+ b2
a®+b >cH—b> > 21’ (1)
2 2 + 3

%b—kc > Vabc. (2)

Q[+

Dowéd.

Pierwsza nieréwnosé w (1) mozemy podniesé réwnowaznie do kwadratu i zastosowaé wzoér skré-

conego mnozenia:
2402 b
\/a;r >a; o (a—b2>0.

Co oznacza, ze jest prawdziwa.

Kolejna nieréwnosé jest tatwiejsza — zawiniecie jest natychmiastowe:

a+b
; > Vab < (vVa—Vb)? > 0.
Sprawne oko dostrzeze bez problemu, ze podstawiajac w niej nowe zmienne a := %, b= %,

otrzymamy ostatnia nierownosé¢, wobec czego réwniez i ona jest prawdziwa.

Nieréwnosé (2) jest juz nieco trudniejsza — wymaga pewnego spostrzezenia i magicznej tozsa-
moéci. Najpierw jednak ustalmy nowe zmienne: a = 23, b = y3, ¢ = 23, x,y, 2z > 0, dzieki czemu
pierwiastek trzeciego stopnia zniknie i dostaniemy przyjemniejsza postac:

23 3+ 2% > 3ayz.

Wréémy teraz do wspomnianych wezesniej spostrzezen. Zauwazmy przede wszystkim, ze praw-
dziwa jest tozsamosé:

Py + 2 = (r+y+2) (2P +y? + 22— 2y — yz — 22) + 3ay2.

Ponadto zachodzi nier6wno$c¢:



PPl yr e % ((x—y)2+(y—z)2+(z—x)2) > 0.
Korzystajac z tych faktow, mozemy przejé¢ do dowodu:
24P+ 23 = Bryz = (x+y+2) (2 +y? + 22—y —yz — 2x).
Pierwszy nawias jest nieujemny, poniewaz jest suma trzech liczb nieujemnych. Drugi nawias,
jak wczeéniej wykazaliSmy, réwniez jest nieujemny. Iloczyn dwéch liczb nieujemnych tez jest

nieujemny, wiec nasz dowdd zostal zakonczony, a tym samym nasza rozgrzewka dobiegta konca.
Zapiszmy wobec tego pewne uogodlnienie:

2 Nieré6wnosé miedzy Srednimi

Dla dodatnich liczb ay, a9, ..., a, zachodza nastepujace nieréwnosci:

> = {/a1az...an 2 7 I

n n

\/a%—i—a%—i—...—l—a% a1 +as+...+an, n

Dowdd.
Udowodnijmy najpierw nieréwno$é¢ Cauchy’ego-Schwarza:

Dla dowolnych nieujemnych liczb a1, b1, a9, bo, ..., an, b, zachodzi:

(a2 + a3+ ... +a2) (03 + b3+ ... +b2) > (a1by + agby + ...a,bp)>. (3)

Dowdéd sprowadza sie do prostego zastosowania zasady indukcji zupelnej. Dla n = 1 mamy
réwnosé, czyli teza dziata. W kroku indukcyjnym ustalmy: a? +a3+...+a2 = A, b3 +b3+...+b2 =
B, a1by 4+ asbs + ...anb, = C, ant+1 = a, bpy1 = b. Mamy udowodnic:

(A+a®) (B +b*) > (C + ab)*> & AB + Ab* + Ba® > C? + 2Cab.

Korzystajac z zalozenia indukcyjnego i nieréwnosci miedzy $rednimi dla dwéch liczb (co udowod-
nili$my juz wezeéniej), mozemy zapisaé zaleznosci: AB > C? oraz Ab>+ Ba? > 2v/ABab > 2Cab.
Sumujac je stronami, dostajemy teze. Przyjmijmy teraz w (3) by = by = ... = b, = 1, podzielmy
stronami przez n?, a nastepnie spierwiastkujmy. Otrzymaliémy nieréwno$é¢ pomiedzy érednig
kwadratowa i arytmetyczna.

By udowodnié¢ nieréwno$¢ miedzy érednig arytmetyczna i geometryczna, podnieémy ja stronami
do potegi n i zlogarytmujmy. Przyjmie ona postac:

Ina; +Inag + ... + Ina, <nln <a1+a2+._,+an>'

n

Jest to prawda na mocy nieréwnosci Jensena dla funkcji wklestej f(z) = Inz, co koniczy dowdd.

Zamienmy ponownie zmienne, a mianowicie podstawmy a; = ai dla kazdego i = 1,2,...,n.
T
Po przeksztalceniach dostaniemy nieréwno$é pomiedzy srednia geometryczng i harmoniczna.



Cwiczenie. Udowodnié, ze jedli a, b, c > 0, to:

a N b n c >§
b+c c+a a+b” 2

Rozwigzanie.

Nierownos¢ ta, zwana nieréwnoscig Nesbitta, jest dosé popularna. Gtéwnym tego powodem jest
fakt, ze dowie$¢ jej mozna nawet na dwadzieScia istotnie réznych sposobéw! Przedstawie trzy
z nich. Ustalmy zmienne pomocnicze: x = a+ b, y = b+ ¢, 2 = ¢+ a. Wowczas: a = H%,

b= tty—z WT_‘B i po prostych przeksztalceniach dostajemy:

2 =
xr z z Xz
y T z oy r oz

Stosujac do kazdego nawiasu nieréwnos$¢ miedzy srednig arytmetyczna i geometryczna, otrzymu-
jemy teze. Jest to najbardziej znany dowdd. Okazuje sie jednak, ze w przypadku tej nieréwnosci
dziata praktycznie kazda metoda. Dlatego warto ja znaé, bo tatwo na niej ¢wiczy¢. Pokaze teraz
inne rozwigzania.

V

6.

Zapiszmy lemat, ktéry natychmiast zakonczy dowdd:

a 9 a 1
> — — & (20— b— 2}0.
b+c 4 a+b+ec 4 (2a o)

Mozemy wigc wykonaé takie szacowanie:

b e (e Ly 0 by e
b+c c+a a+b” \4 a+b+tc 4 4 a+b+c 4 4 a+b+c 4)°

Ale przeciez:

(9 a_1)+(9 b_1>+<9 6_1>_3
4 a+b+c 4 4 a+b+ec 4 4 a+b+ec 4) 2

Wiec dowdd zostal zakonczony jeszcze szybciej. Ostatni dowdéd wykorzystuje inny, lecz réwnie
efektowny, lemat:

a >§ \/@73
bte” 2 VB+VBE+VS

Mnozac przez mianowniki, dostajemy réwnowaznie:
2Vad + 2Va2b3 + 2va2c3 > 3Va3h? + 3V a3c2.
Ale z nieréwnoéci o $rednich mozemy zapisacé:
Vad + 2Va2b? = Vad + Va2bd + Va2b? > 3va3b? i podobnie: Va® + 2V a2e3 > 3V a3c2.
Sumujac te nieréwnoéci stronami, dostajemy zadany lemat. Mozemy wobec tego szacowac:

o b ¢ 3 Va3 L3 Vb3 .3 Vel 3
btc cta a+b” 2 VB+VB+VA 2 VB VP VA 2 VB + VB +VE 2

Dowdéd zostal wiec zakonczony.




3 Kilka przydatnych podstawien

Zalézmy, ze mamy udowodnié¢ nierownosé: a + b 4+ ¢ > 3 przy zalozeniu: abc = 1, gdzie liczby
a, b, c sa dodatnie. Wowczas sprawa jest do$¢ prosta — wystarczy zapisaé nieréwnosé miedzy
érednimi: @ 4+ b+ ¢ > 3V/abe i korzystajac z: abe = 1, otrzymujemy to, co chcemy. Jednak nie
zawsze jest to takie proste. Jako przykitad moze postuzy¢ nieréwnosé:

1. Udowodnié¢, ze dla nieujemnych liczb a, b, ¢ spetniajacych zaleznosé abc = 1, zachodzi:
a+b+c+ab(l —a)+be(l—b)+ca(l —c) <3.

Rozwiazanie.

W takich sytuacjach najczesciej szukamy podstawienia, ktore sprawi, ze pozbedziemy si¢ niewy-
godnego zaltozenia. Latwo sie¢ domysli¢, ze jedli mamy abc = 1 to istnieja takie liczby dodatnie
T,Y, 2, 7€ 4 = %, = £ ¢ = 2. By udowodnié, ze takie liczby istniejg, wystarczy podaé ich
przyktad. Latwo widaé, ze x = g—g’, Yy = Z—g, z = 73 istotnie spelniaja to zalozenie. Podstawmy
wiec nowe zmienne do naszej nieréwnoéci. Po przeksztalceniach dostaniemy:

2@ —y)(r—2)+yly—o)y —2) +2(z —2)(z —y) > 0. (4)

Nierownos¢ ta jest symetryczna ze wzgledu na zmienne x,y, z, wiec mozemy zatozy¢ x > y > z.
Przeksztalémy ja nieco:

iz —y)(z—2)+yly—z)(y—2)+z2(z—2)(z—y) = (@ —y) (@@ +y—2)+2(z —2)(z — y).

Poniewaz odpowiednie sktadniki sumy po prawej stronie sg nieujemne, nieréwnos¢ zachodzi, a
to konczy dowdd. Przyjrzyjmy sie teraz innym zadaniom:

2. Niech dodatnie liczby z,y, z spelniaja zaleznosé: xy + yz + zx + 2xyz = 1. Udowodnié, ze
wowczas:

1 1 1
—+-—+-24(z+y+2).
x Yy =z
Rozwigzanie.

Mozemy oczywiscie wyliczy¢ z zalozenia z i otrzymac¢ nieréwnosé dwéch zmiennych, ktora, by¢
moze, uda nam sie rozwiazaé¢. Nie bedzie to jednak ani sprytne, ani wygodne. Popatrzmy na
zatozenie — ono najbardziej odstrasza, wiec warto z nim cos$ zrobi¢. Po chwili refleksji mozemy
zapisaé je w postaci:

x Y z
2 =1& = 1.
Y + Yz + zx + 2xyz :c+1+y+1+z+1
Wprowadzmy zmienne: a = 775, b = #, ¢ = ;7. Mamy wowcezas a + b+ ¢ = 1. Liczac z,y, 2

a

1= ale zgodnie z zalozeniem a + b+ ¢ = 1 mamy:
l—a=b+c, czyliz = 12, = 3% i podobnie: y = ai-s-w z = 45 Znalezlismy wigc podstawienie
na tak bardzo nieprzyjemnie wygladajaca réwnos$é! Wréémy wiec do nieréwnoéci, wykorzystujac

nasze odkrycie:

z tak otrzymanych réwnosci, dostajemy: x =

b+c+c—|—a+a—|—b>4( a b c )
a b c

b+c+c+a+a+b

4



Teza wynika z tatwych do udowodnienia nieréwnosci:

a 4a b b 4b c c 4c
> o> >

+E/b—|—c’ a ¢ a+c 5+b/a+b'

a
b
Trudno oprzeé sie wrazeniu, ze te utamki bardzo przypominaja nieréwno$é Nesbitta. Przypo-
mijmy ja. Mamy udowodnié, ze:

a n b n c S 3
b+c c+a a+b” 2
Niech zatem: 3¢ = =, CJ% =Y, 555 = #- Z wczesniejszych rozwazan wiemy, ze takie liczby

x,y, z spetniaja réwnosé: zy + yz + zx + 2zxyz = 1. Wystarczy wiec udowodnicé:

3
x+y+z>§
Przypusémy nie wprost, ze tak nie jest, czyli z +y + z < % Korzystajac z nieréwnosci xy +

2 ; 3
7(:C+y3+z) , dostajemy zaleznoéé¢ zy + yz + zz < 3. Ponadto z zyz < (”C”Lgﬂ) mamy

Yz + zx <
2xyz < i. Dodajac otrzymane nieréwnosci stronami, wnioskujemy, ze xy + yz + zx + 2zyz < 1,

co stoi w sprzecznodci z zalozeniem. Dowdd zostal wiec zakonczony.
3. Niech liczby dodatnie z,y, z beda takie, ze: xy + yz + zx + ryz = 4. Udowodnié, ze:

T+y+z2oy+yz+zx.

Rozwiazanie.
Kolejne dziwne zalozenie. JesteSmy jednak bogatsi o doSwiadczenia z poprzedniego zadania, wiec
mozemy pokusié¢ si¢ o zapisanie zalozenia w innej postaci:

+yz+zx + DI T AN

x Z+zx+ayz = - - = : =

yry Y 22722 72727727272

I wobec poprzedniego zadania wnioskujemy, ze istnieja takie liczby dodatnie a, b, ¢, ktére spet-
%, y = f—fc, z = aicb. Nieréwnosé¢ = +y + z > zy + yz + zx jest wiec
rownowazna nieréwnosci:

a n b L c < 2ab n 2bc n 2ca
btc ct+a a+b” (c+a)(c+d) (a+b(atec) (D+a)(b+e)

niaja zaleznosci: z =

Po ,wyczyszczeniu” mianownikéw otrzymujemy:

ala+b)(a+c)+bb+a)(b+c)+clc+a)(c+b) > 2ab(a+ b) + 2bc(b+ ¢) + 2ca(c+ a).

Czyli tak naprawde: a(a — b)(a —¢) + b(b— a)(b — ¢) + ¢(c — a)(c — b) > 0, a to jest nieréwnosé
(4) - udowodnili$my ja wczeéniej!

4. Udowodnij, ze jesli a, b, ¢ sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi réznymi od zera, to zachodzi
nier6wnos¢:

<a—b>2+(b;c>2+(c;a)2>4\/ﬁ<a—b+b—c+c;a>‘

Cc



. . s . a—b . C . . . ,
Rozwiazanie. Skladniki postaci 2> dos¢ mocno rzucaja si¢ w oczy, wigc mozemy podejrzewac,
ze podstawienie =0 = g, =¢ = ¢, <% = - doprowadzi nas do rozwiazania. Istotnie, jest

c a b ’ ’

to najlepsza droga do sukcesu. Po chwili zauwazamy, ze nowe zmienne speitniajg zaleznosé:
x +y+ z = —zyz. Udowodni¢ mamy nieréwnosc:

22?422 > -4 V2 - layz.

Lewa strona nieréwnosci jest nieujemna, wiec wystarczy rozwazy¢ sytuacje, gdy zyz < 0. Po-

nadto nieréwnos¢ jest symetryczna ze wzgledu na zmienne x, y, z, wiec mozemy jeszcze zatozy¢,
ze x,y > 0 > z = —{”J:;yy. Ponownie podstawmy nowe zmienne: s = x + y, p = zy. Nasza

nieréwnos¢ sprowadza sie do postaci:

2499+ 2 20 + 2
G e R SN NG Y
S

p(p+1)

Zatézmy, ze p jest ustalone. Wéwcezas lewa strona nieréwnosci jest funkcja rosnaca ze wzgledu
na zmienna s. Zauwazmy jednak, ze z nieréwnosci o srednich zachodzi s = x+y > 2,/xy = 2,/p.
Wystarczy wiec udowodni¢ nier6wnosé:

2499+ 3
w%h/\@_l.

(p+1)y/p

24243
(t+1)Vt
ze f(t) = %7;?523 Ponadto mozemy zalozy¢, ze t > 0, bo gdyby bylo inaczej, to wracajac
do pierwotnych oznaczen, otrzymaliby$my sytuacje: a = b = ¢, dla ktorej nieréwnosé¢ staje sie
trywialna. Przyréwnujac pochodna do zera, mozemy stwierdzié, ze f'(t) = 0 & 3 +12 -7t —3 =
0 (t+3)(t+vV2—1)(t -2 —1) = 0. Zalozyliémy jednak, ze t > 0, wiec wnioskujemy, ze
t =1+ /2. Rysujac ,wezyk” widzimy, ze istotnie dla t = 1 4 /2 przyjmowane jest minimum i
jest to minimum globalne. Pozostaje policzy¢ wartosé funkcji dla tego argumentu. Rzeczywiscie,
mamy:

Czyli innymi stowy policzy¢ kres dolny funkcji zadanej rownaniem: f(t) = . Latwo widac,

(14 3) = (1+\@)2+2(1+x/§)+3:4 /7\/5_1'
(2+v2)\/1+V2

Co konczy rozwiazanie zadania.
5. Niech a, b, ¢ bedg takimi liczbami dodatnimi, ze abc = 1. Udowodnié, ze:

A+ +E>a+b+e.

Rozwigzanie. Nierowno$¢ ta ma na celu pokazanie, ze nie zawsze trzeba stosowaé¢ podstawienia,

by osiaggnaé sukces. Pokaze w tym celu dwa réozne dowody. W pierwszym z nich pomnézmy prawa
. , ;. 3 . . .

strone nieréwnosci przez v abc = 1. Do udowodnienia dostajemy:

4
3

bsc

ol
ol

—i—a%b

=
Wl
Wl
W=

a2—|—62+02>a%bc +a c3.



Zapisujac teraz trzy nieréwnoéci miedzy $rednimi, otrzymujemy:

W=

42+ 02+ =a?+al+ a2 +a®+ b2+ > 6a3bics.

ol
Wik

I podobnie: 4b? 4+ ¢ + a® > 6a%b%c%, 4 + a2+ 02 > 6asdbsc

Sumujac te nieréwnoéci stronami i dzielac przez 6, otrzymujemy teze.
Inny dowdd opiera sie na wykorzystaniu lematu:
2

a“>a+1na.

Ktérego dowdd pozostawiam jako proste ¢wiczenie na wykorzystanie pierwszej pochodnej. Ko-
rzystajac z lematu, mozemy zapisac:

A+ +E>a+b+c+na+Inb+1Ine.

Ale przeciez Ina + Inb + Inc = Inabc = In1 = 0, wiec logarytmy ,znikaja” i dowdd zostaje
zakonczony.

4 Do domu

1. Udowodnié, ze jesli a, b, c > 0 oraz ab + bc + ca + 2abc = 1, to:

3
abe < i ab+bc+ca>1.

O =

2. Udowodnié¢, ze jesli a,b,c > 0, to:

b+ + +b b 9
c+c a a S a n L+ c L9
a b c b+c c+a a+b 2
3. Udowodnié¢, ze jesli a,b,c > 0 oraz abc = a+ b+ c+ 2, to:
3
ab+bc+ca>2(a+b+c) i \/5+\/l;+\/5<§\/abc.

4. Udowodnié, ze jesli a,b,c > 0 oraz ab+ bc + ca = 2(a + b+ ¢), to:

abc<a+b+c+ 2.

5. Udowodnié¢, ze jesli a,b,c > 0, to:

() + (57 (5 =5 (%) (59 (42

Czy nier6wnosé¢ pozostanie prawdziwa, gdy stala % zostanie zamieniona przez 17




