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Niech X, Y beda zbiorami niepustymi.
Definicja 1. Obrazem zbioru A C X poprzez funkcje f: X — Y nazywamy zbior
flA) ={f(z)eY:x € A}.
Definicja 2. Funkcje f: X — Y nazywamy surjekcja (odwzorowaniem na zbiér V') jesli
f(X)=Y.
Definicja 3. Funkcje f: X — Y nazywamy injekcja (réznowartosciowa) jesli
f(z) = f(y) =z =y dladowolnych =z,y¢€ X.

Definicja 4. Funkcje f: X — Y nazywamy bijekcja (odwzorowaniem wzajemnie jednoznacz-
nym) jesli jest surjekcja i injekcja.

Definicja 5. Méwimy, ze zbiér A jest réwnoliczny ze zbiorem B (tej samej mocy co B) jesli
istnieje bijekcja f: A — B.

Stw. (wlasnosci réwnolicznosci). :

e (zwrotnosé¢) Zbior A jest réwnoliczny ze zbiorem A.
e (symetria) Jesli zbiér A jest réwnoliczny ze zbiorem B, to B jest réwnoliczny z A.

e (przechodnios$¢) Jesli zbiér A jest réwnoliczny z B oraz B jest réwnoliczny z C, to A jest
réownoliczny z C.

Ozn. Jesli zbiory A i B sa réwnoliczne, to piszemy A = B lub |A| = |B|.
Przyktad 1. Zbiory N oraz Z sa rownoliczne. Przyktadem bijekcji f: N — Z jest

dla n parzystych
dla n nieparzystych °

f(n) = { 2
2

Przyklad 2. Zbiory N oraz Q sa réwnoliczne. Istotnie, niech 7> € QT, gdzie m i n s liczbami

. . . 1. . . mi ML _ . ni ny
wzglednie pierwszymi o rozktadach na czynniki pierwsze m = p;™'...p, " orazn =q;'...q".
Woéwezas funkcja g: QT — N,

g(@) 2m1 2my, 2n1—1 2n;—1

S)=mtep g
jest bijekcja. Zdefiniujmy funkcje f: Q — N,

1 dlag=0

flg) = 29(q) dlag>0 .
29(—q)+1 dlag<0

Wowecezas f jest bijekcja.



Przyktad 3. Zbiory (0,1) oraz R sa réwnoliczne. Przyktadem bijekeji f: (0,1) — R jest

f(x) = tan 20— 1

.

Definicja 6. Méwimy, ze zbiér A jest niewigkszej mocy niz zbiér B, jesli istnieje funkcja
réznowartoéciowa f: A — B. Piszemy wéwczas A < B.

Definicja 7. Méwimy, ze zbiér A jest mniejszej mocy niz zbiér B, jedli istnieje funkcja réz-
nowartoéciowa f: A — B oraz A nie jest réwnoliczny z B. Piszemy wéwczas A < B. Zatem

A<B <+ (A<B i A#B)

Przyktad 4. Zbiér N jest mniejszej mocy niz przedziat (0,1), a wiec takze niz R. Istnienie
funkcji réznowartosciowej f: N — (0,1) jest oczywiste. Wezmy np. f(n) = n%rl, n € N.
Mniej trywialne jest pokazanie, ze zbiory te nie sa réwnoliczne. Pokazemy to stosujac tzw.
rozumowanie przekatniowe podane przez Cantora. W celu dowodu nie wprost przypuscmy,
ze zbiory te sa réwnoliczne, czyli ze wszystkie liczby z przedzialu (0,1) mozna ustawi¢ w
(r6znowartosciowy) ciag (ap)nen. Niech a, = 0, dp1dp2dys - . . bedzie rozwinieciem dziesietnym
liczby a,, zawierajacym nieskonczenie wiele cyfr réznych od zera (np. 0,12 = 0,11(9)).

ap = 0,d11diads3. ..
ay = 07d21d22d23...

az = 0,ds1dsedss. ..

Przyjmijmy:
d/~: 1gdydij7é1
* 2 gdy dij =1
Niech ¢ = 0, d};d59d55 . . .. Wéwezas liczba ¢ posiada nieskoficzenie wiele cyfr réznych od zera

w swoim rozwinieciu dziesietnym oraz nalezy do przedziatu (0,1). Z drugiej strony liczba ¢ nie
wystepuje w ciagu (ap)nen, bo jej rozwiniecie dziesietne rézni sie od a,, n-tym miejscem po
przecinku. Uzyskana sprzecznosé¢ dowodzi, ze

Definicja 8. Zbiér nazywamy nieskonczonym, jesli jest on réwnoliczny z pewnym swoim
podzbiorem wtlasciwym.

Przyklad 5. Zbiory Z oraz R sa nieskoniczone, bo sa réwnoliczne ze swoimi podzbiorami
wlasciwymi (odpowiednio z N oraz (0, 1)).

Uwaga. Wprowadzona w definicji 6 nierdwnosé miedzy mocami zbioréw ma wlasnosci zwyklej
nieréwnosci miedzy liczbami tzn. zwrotno$é, antysymetrie oraz przechodniosé. O ile zwrotnosé
i przechodnio$¢ tatwo pokazaé, o tyle o antysymetrii tzn.

(A<Bi B<A)—A4A=B

moéwi tzw. twierdzenie Cantora-Bernsteina, ktorego dowdd jest bardzo trudny i diugi.



