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[Impresje olimpijskie]
Prawdopodobnie najtrudniejsze zadanie w historii USAMO

Rozpoczynamy na tamach MACIERZATORA nowy cykl, w ktérym zamie-
rzamy zajaé sie analizg wybranych probleméw zaczerpnietych z konkurséw
i olimpiad matematycznych. Pierwsza czesé poswiecimy zadaniu niewatpli-
wie wyjatkowemu, ktére na swoje szczegélne miejsce w historii zastuzyto
przede wszystkim swoim niebagatelnym stopniem trudnosci. Zostato ono
zaproponowane przez rumunskiego matematyka Gheorgite Zbaganu i wyko-
rzystane jako zadanie z numerem szostym (ktoéry to numer zazwyczaj wzbu-
dza wérod uczestnikow najwieksze emocje) na 29. Amerykanskiej Olimpia-
dzie Matematycznej w 2000 roku. Oto jego tresc.

Zadanie. Niech x1,y1,%2,Y2,.-.,Tn,Yn beda nieujemnyma liczbami rzeczy-
wistymi. Udowodnié nieréwnosé

n n
> min{wirg, yiy} < Y min{ziy;, x}-
i,j=1 1,5=1

To, jak ocenié¢ trudnosé¢ danego zadania, jest oczywiscie kwestia wy-
soce subiektywna, niemniej w przypadku zadan konkursowych do dyspo-
zycji mamy przynajmniej jedno rozsadne kryterium — statystyke. Zespoly
odpowiedzialne za selekcje zestawu zadari konkursowych czesto wybieraja
sposrod swoich czltonkéw grupe testerow — ludzi, ktorzy nie znajac weze-
$niej tresci probleméw podejmuja sie proby samodzielnego ich rozwiazania.
Nic tak dobrze nie utwierdza w przekonaniu o stopniu trudnoéci jak nabyte
doswiadczenie. Wielokrotnie w historii chociazby Miedzynarodowej Olim-
piady Matematycznej zdarzaly sie propozycje zadan, z ktorymi owi testerzy
mieli nie lada problemy lub nawet takie, ktérych zaden z nich nie byt w sta-
nie rozwiagzaé. Zdarzalo sie tez w takich sytuacjach, ze odpowiedni komitet
wykazywal si¢ spora odwaga i niejako na przekor decydowal sie na umiesz-
czenie problematycznego zadania w oficjalnym zestawie, zgodnie z filozofig
whiech sie dzieje, co chce”. Historia na ogét wskazywala, ze tego typu od-
waga jest optacalna; nawet natrudniejsze zadania znajdowaly przynajmniej
kilku pogromcéw w postaci wybitnych olimpijczykoéw. Dla przyktadu, naj-
trudniejsze zadanie w dotychczasowej historii Miedzynarodowej Olimpiady
Matematycznej (zadanie nr 5 z 37. edycji) zostato rozwiazane przez 5 spo-
§rod 426 uczestnikow. Ale 5 to jednak nie 0...

Przytoczone powyzej zadanie to bezprecedensowy przypadek w historii
Amerykariskiej Olimpiady Matematycznej, a prawdopodobnie tez w historii
wszelkich krajowych i miedzynarodowych olimpiad o wysokim prestizu —
— przypadek zadania, ktérego nie rozwiazal nikt sposrod uczestnikow. Do-
sy¢ dobitnie zostalo to zaznaczone jako komentarz po tekscie z oficjalnym
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rozwigzaniem: No one made any headway with this in the USAMO exam.
As an olympiad problem, it is exceptionally (and unreasonably) difficult.

W tym momencie Czytelnik ma do wyboru dwie opcje: albo zignorowaé
reszte artykulu i oddaé sie intelektualnej przygodzie, szukajac rozstrzy-
gniecia postawionego problemu, albo tez przej$¢ do nastepnego akapitu,
w ktorym oméwimy przepiekne rozwigzanie podane przez Raviego Boppane
z Instytutu Technologii MIT. Ktéra z tych opcji jest bardziej atrakcyjna,
trudno rozstrzygnaé. Pierwsza z nich wiaze si¢ jednak z ryzykiem tego, ze
sfrustrowany i wyczerpany psychicznie Czytelnik powrdci do tego miejsca
po kilku tygodniach, miesigcach...

Jedna z pierwszych mysli przy prébie podej$cia do rozwigzania jest nie-
watpliwie my$l o zastosowaniu indukcji. Rozwigzanie oficjalne rzeczywiscie
zawiera dowod indukcyjny, ktory jednak opiera sie na szeregu technicznych
i bynajmniej nieoczywistych podstawieinl, oszacowai oraz na zmudnym roz-
wazaniu kilku przypadkéw. Rozwigzanie Raviego Boppany jest zupelnie
inne. Zaczyna sie dos$¢ niewinnie.

Lemat. Dla wszelkich nieujemnych liczb rzeczywistych a1, as,...,a, oraz
wszelkich liczb rzeczywistych t1,ta, ..., t, zachodzi nierownosé

n

Z tﬂfj . min{ai,aj} Z 0.

ij=1

Oznacza to dokladnie tyle, ze macierz (min{a;, a;})1<i j<n jest nieujem-
nie okre$lona. Préby zastosowania metod algebraicznych, takich jak szuka-
nie wartosci wlasnych, bytyby jednak w tym przypadku dosé desperackie.
Zamiast tego lepiej skorzysta¢ z analitycznego wzoru na minimum, w kto-
rym mamy rozdzielone zmienne, a doktadniej — z przedstawienia minimum
w postaci... catki. Dla dowolnych liczb nieujemnych a, b mamy przeciez

min{a, b} = / 1j0,q) () - 1103 () dx,
0

gdzie 14 oznacza funkcje charakterystyczna zbioru A. Chwila refleksji po-
zwala nie tylko przekonaé¢ sie do powyzszego wzoru, ale tez zauwazyé,
ze W magiczny sposob zamieniliémy wla$nie operacje min na operacje mno-
zenia, co pozwala dokonaé nastepujacego, nie mniej magicznego, oszacowa-
nia:

Z t;t; -min{a;,a;} = Z / til[O,ai](x) ~tj1[07aj](x) dr =
0

i,j=1 ,j=1

/0°° (é til[O,ai](l'))Z dx > 0.
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Lemat zostal udowodniony. Jezeli Czytelnik skojarzyt to oszacowanie z do-
wodem nieujemnej okre$lonosci macierzy kowariancji zmiennych losowych,
to skojarzenie jest jak najbardziej trafne; metoda dowodu tego faktu jest
w istocie taka sama jak ta zaprezentowana powyzej.

W pomysle Raviego Boppany najbardziej zadziwiajace jest to, ze, dyspo-
nujac udowodnionym wladnie lematem, wystarczy napisaé jeszcze az jedna
linijke, aby calkowicie zakonczyé¢ rozwigzanie. Zanim to jednak zrobimy,
spojrzmy, czego nam potrzeba. Poréownujac zadang nieréwnos$¢ z nierow-
noscia wypowiedziang w lemacie, widzimy, ze korzystnie bedzie przepisaé
te pierwsza w postaci

n
Z z;z; - (min{a;, a;} — min{1, a;a;}) > 0,
ij=1

gdzie a; = y;/x; dla 1 < i < n. Oczywiscie nie wolno nam tego zrobié, jezeli
ktoras z liczb xz; jest zerem. Ten przypadek nie jest jednak specjalnym
powodem do zmartwien; jezeli uda sie pokazaé¢ teze dla dodatnich liczb
T1,Y1s-- - Tn,Yn, t0 dla liczb nieujemnych bedzie ona w oczywisty sposéb
réwniez spelniona.

Wszystko, co nam pozostaje, to jedynie zapisa¢ wyrazenia pojawiajace
sie powyzej w nawiasie jako co§ w rodzaju

f(ai) f(aj) - min{p(a;), p(a;)},

przy czym @ ma by¢ funkcja nieujemna. W takiej sytuacji zastosowanie
lematu natychmiast zakonczytoby dowod.

Owa jedna linijka, ktora caltkowicie wystarcza do zakonczenia rozwigza-
nia, to pewna tozsamo$é, ktora realizuje opisany przez nas plan. Nierzadko
w dowodach trudnych nieréwnosci kluczowsa role petnia wlasnie tozsamosci.
W tym przypadku tozsamosé ta jest wyjatkowo... subtelna:

(*)  min{a,b} — min{1,ab} = f(a)f(b) - min (m|ic;{_1,1a} , migl’li)}) ,

gdzie f(z) = sgn(z—1)-min{l, z} dla z > 0 oraz a, b s3 dowolnymi liczbami
dodatnimi. Taki napis budzié¢ moze zaréwno zachwyt, jak i gteboki niesmak.
W kazdym razie trudno wyobrazié¢ sobie matematyka, ktéry na zawolanie
serwuje cos takiego. Sprébujmy zatem zastanowié sie nad préba odgadniecia
powyzszej tozsamosci, wyprowadzenia jej tylko na podstawie postulowanego
wzoru postaci

(%) min{a, b} — min{1, ab} = f(a)f(b) - min{p(a),p(b)},



[MACIERZATORS34] 5

z nieujemna funkcja ¢.

Rozwazania, ktére przeprowadzimy, beda w sporej mierze heurystyczne.
Postawilismy sie bowiem w takiej oto sytuacji, w ktorej zalezy nam jedy-
nie na znalezieniu rozumowania prowadzacego do odkrycia formuly (x),
bez koniecznosci formalnego rozstrzygania o istnieniu badz nieistnieniu in-
nych realizacji postulowanego réwnania ().

Przyjmujac we wzorze (xx) nier6wnosci a > b > 1, otrzymujemy

b— 1= f(a)f(b) - minfio(a), p(0)}.

Natychmiast widzimy, ze lewa strona tego rownania nie zalezy od a, co ozna-
cza, ze poprzez zwiekszanie parametru a nie zmienimy wartosci prawej
strony. Efekt ten moze byé zrealizowany na dwa sposoby:

(i) albo min{¢(a), p(b)} na ogdl wynosi ¢(a) (co moze sie zdarzy¢,
gdy funkcja ¢ jest malejaca) i wowezas zaleznosé czynnika ¢(a) od a
jest anihilowana przez czynnik f(a),

(ii) albo min{p(a),¢(b)} na ogol wynosi ¢(b) (np. gdy ¢ jest rosnaca)
i wtedy czynnik f(a), jako jedyny dopuszczajacy parametr a, powi-
nien byé¢ staty.

Poniewaz druga z tych opcji wydaje si¢ mniej skomplikowana, skupmy sie
wladnie na niej.

Funkcja f jest stala na przedziale (1,00); oznaczmy te stala wartosé
przez c. Wezmy teraz w rownaniu () dowolne parametry a, b spelniajace
b <1 < ab. Otrzymamy b — 1 = cf(b)p(b), skad

b—1
cf(b)

Podstawmy teraz we wzorze (xx) a = b. Otrzymamy wowczas réwnosci
a—1= f(a)’p(a) oraz a — a® = f(a)? (a) odpowiednio dla a > 1 oraz
a < 1. W szczegblnosci,

o(b) = dla0<b<1.

b(1—1b)
f()?
Poréwnujac to z uzyskanym wezesniej wzorem na ¢(b), wnosimy, ze f(b) =

—cbdla0 < b < 1. Pamietajac za$ o tym, ze f(b) = cdlab > 1, natychmiast
dostajemy, ze

p(b) = dla0<b< 1.

f(z) =c-sgn(x — 1) - min{1,x}.

Bez probleméw wyprowadzamy stad wzoér na funkcje ¢ oraz wartosé pa-
rametru ¢ = 1. Dysponujac tymi wzorami, Czytelnik bez trudu sprawdzi
prawdziwo$¢ tozsamosci (xx), czyli de facto — tozsamosci (x).

Tomasz Kochanek
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[Matematyka jak poezjal

z Profesorem Andrzejem Lasotq rozmawia Profesor Tomasz Szarek

Dnia 28 grudnia 2010 ming, cztery lata odkad zgasto Wielkie Swiatto polskiej
matematyki. Profesor dr hab. Andrzej Lasota byl postacia szczegélng w historii
Uniwersytetu Slaskiego — §wiatowej klasy Uczonym, wspanialym Nauczycielem,
zyczliwym Czlowiekiem. Nie sposéb wymieni¢ tu wszystkich dokonan i nagrod
Pana Profesora; wspomnijmy tylko, ze byl cztonkiem honorowym Polskiego To-
warzystwa Matematycznego, czlonkiem czynnym Polskiej Akademii Umiejetno-
$ci, doktorem honoris causa Uniwersytetu Slaskiego. Byt laureatem Medalu im.
Wtadystawa Orlicza (2000) i Medalu im. Wactawa Sierpinskiego (2002); zostal
uhonorowany Nagroda Prezesa Rady Ministréw za caloksztalt pracy naukowej
(2004).

Prezentujemy ponizej fragmenty rozmowy Pana Profesora z jednym z Jego
uczniéw — prof. dr. hab. Tomaszem Szarkiem, specjalista w dziedzinie asymp-
totyki proceséw Markowa, fraktalnych wlasnosci miar niezmienniczych i stocha-
stycznych réwnan rézniczkowych. Wywiad ten ukazal sie w 1998 roku na tamach
Przeglgdu Powszechnego. Jego pelny tekst mozna znalezé w elektronicznej wersji
[MACIERZATORA] na stronie internetowej Kota Naukowego Matematykow US
— www.knm.katowice.pl.

Redakcja [MACIERZATORA] pragnie zlozy¢ serdeczne podziekowania Panu
Profesorowi Tomaszowi Szarkowi oraz Redakcji Przeglgdu Powszechnego za wy-
razenie zgody na wydrukowanie wywiadu.

— Panie Profesorze, rozpowszechniony jest poglad, ze wszystkie dyscypliny wie-
dzy, poza matematyka, zastugujg na miano nauki tylko przez uprzejymosé. Co spra-
wia, ze matematyka cieszy sie tak uprzywilejowanqg pozycjqg posréd innych nauk?

— Niewatpliwie jest wiele nauk, ktére nie sa matematyczne. Zasadnicza réz-
nica miedzy nimi a matematyka polega na tym, ze mozna w nich drastycznie
zmieni¢ poglady. Ot6z w matematyce tak nie jest. Jesli si¢ porzadnie udowodni
jakie$ twierdzenie, co oznacza, ze matematyk przy jego dowodzie sie nie pomyli,
a kilku jego kolegéw matematykéw je sprawdzi, to wtedy zasadniczych zmian
nie mozna oczekiwaé. Dzieje sie tak po prostu dlatego, ze matematyka to jest
pewien algorytm — sposéb postepowania, ktéry, zastosowany poprawnie, musi
daé¢ zawsze taki sam rezultat. Tajemnica tkwi w tym, dlaczego musi da¢ zawsze
taki sam rezultat. Ale tajemnica ta jest na tyle trudna, ze nie podejmuje sie jej
rozwiaza¢. Dlaczego powtarzajac rozumowanie, musimy otrzymac ten sam wy-
nik, jesli prowadzimy je poprawnie? Mnie si¢ wydaje (moge sie jednak myli¢), ze
odpowiada za to konstrukcja $wiata. Swiat jest rzeczywiscie tak skontruowany,
ze wyniki doswiadczeri i rozumowan sg powtarzalne, przy czym sa powtarzalne
w sposob absolutny, kiedy rozumujemy zgodnie z przyjetymi od tysiacleci, przy-
najmniej od Arystotelesa, pewnymi kanonami logiki. Jezeli prowadzimy rozwa-
zania na obiektach matematycznych wedlug dwuwartosciowej logiki, to docho-
dzimy nieustannie do tych samych wnioskéw. Trzeba takze pamietac¢, ze obiekty
matematyczne sa w idealny sposéb sprecyzowane. Mnie sie osobiécie wydaje, ze
dzieje sie tak dlatego, iz wszystkie twierdzenia matematyczne mozna sprowadzic¢
do twierdzen o liczbach naturalnych. A liczby naturalne maja te zadziwiajaca
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wlasnoé¢, ze wszystkie wykonane na nich rachunki daja ten sam wynik. Oczy-
wiscie, to ze 3 x 5 = 5 x 3 = 15 jest stosunkowo tatwe do wyobrazenia, lecz
pewne obliczenia sa naprawde skomplikowane i kazdy kto kiedykolwiek pracowat
przy jakimkolwiek problemie numerycznym, czy nawet pracowal w takim dziale
jak ksiegowos¢é w duzym przedsiebiorstwie i zobaczyl, ze to wszystko sie zgadza,
odczuwa wrazenie swoistego cudu. Ten cud sie zdarza we wszystkich bankach
na Swiecie tysiace razy dziennie. Tak sa skontruowane liczby naturalne. Ponie-
waz myslac matematycznie, w gruncie rzeczy dzialamy w tej pracy logicznej na
liczbach naturalnych, wiec wyjasnia to troszeczke cud powtarzalnosci rozumowan
matematycznych. Wéwcezas jedynym przyjetym przez nas zalozeniem pozostaje
zalozenie niesprzecznosci aksjomatyki liczb naturalnych — wszystko inne mozemy
juz sprowadzi¢ do tej aksjomatyki.

Mozna powiedzie¢, i takie pojawialy sie zdania, ze liczby naturalne stwo-
rzyl Bog, a wszystko inne jest wymystem czlowieka. Moze rzeczywiscie tak jest?
W kazdym razie jest jakas numeryczna konstrukcja swiata, ktora jest poprawna,
a jej poprawno$é¢ zapewnia poprawnos¢ rozumowan matematycznych. To wtasnie
wyrdznia matematyke sposrod wszystkich innych dziedzin.(...)

— Czy matematycy siegajg po poezje?

— Jednym z ludzi, ktérzy wywarli na mnie istotny wplyw i przyczynili sie
do uksztaltowania moich pogladéw matematycznych, byt Marceli Stark. Wybitny
matematyk, ktory kochal ksiazki, pisat je i pomagal wydawaé. To on przyczy-
nil sie, a wlasciwie zadecydowal o powstaniu i rozwoju stawnych serii Biblio-
teki Matematycznej i Monografii Matematycznych. Byl to cztowiek pod wieloma
wzgledami wyjatkowy. Andrzej Turowicz wspomina: Pamietam, iz kiedy mu po-
wiedzialem, ze cho¢ przepadam za poezja dawniejsza, nie rozumiem wspolczesnej,
Stark odpowiedzial: ;Wez i czytaj Szymborska’. Powiedzial to w 1974 r. Najlepsze
wiersze w zyciu poznalem z tomikow, ktore czytal mi Ryszard Engelking, i tych,
ktore podarowatl mi Zdzistaw Opial.

— Jesli nasz umyst, bedgcy w koricu tworem materialnym, poznaje struktury
matematyczne, ktére sq w nim zakodowane, to skqd pojawia sie w matematyce
pojecie nieskonczonosci?

— Sa pewne rzeczy, na ktore z kolei ja jestem malo wrazliwy. Zastanawia mnie,
ze wielu ludzi i to dobrze wyksztalconych, nie ma tego zdumienia, ktére miata
Szymborska, ktére spotykamy u Steinhausa. Nie dziwi ich, ze oni to wlasnie oni,
a nie ja. Ze kazdy z nich jest soba, a nie swoim ojcem czy bratem, czy Ary-
stotelesem. Na moich oczach zabito Kennedy’ego. Byt to dla mojego pokolenia
czlowiek bardzo wazny, kto$, z kim wigzaliSmy nadzieje na lepszy, bardziej upo-
rzadkowany $wiat, na jakies dobre zmiany w tym $wiecie. MySmy wszyscy ptakali,
gdy go zabito, ale nikt z nas w najmniejszym stopniu wowczas nie umart. Wraz
z t3 $miercig nie ubylo w najmniejszym stopniu mojej $wiadomosci, mojej jazni,
niczego ze mnie. Ot6z to, dlaczego ja, jestem ja, a Kennedy byt Kennedym, jest
niewatpliwie wielks zagadka. Do niektorych ludzi to nie dociera, to, co ja mowie,
jest dla nich zupelnie niezrozumiate. Co to za zagadka, ja jestem ja, ty jestes ty.
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0t06z w podobny sposob ja jestem nieczuly na problem nieskonczonosci, w ogdle
nie uwazam tego za zaden problem. Mo¢j ulubiony przyklad, ktéry czesto po-
wtarzam, ukazuje nieskoniczono$c¢ jako abstrakcje czego$, czego jest bardzo duzo.
Dzieci tak licza: jeden, dwa, duzo. Duzo — to po prostu nieskonczonosé. Nie-
skoniczonosé jest to tak wielka liczba, ze odejmowanie od niej jedynki czy tez
dodawanie do niej jedynki nic wladciwie nie zmienia. Dziecko zdaje sobie z tego
sprawe: gdy jest jeden cukierek i ono go wezmie, to mama zobaczy, ze zniknal;
jesli jednak jest cale pudetko cukierkéw i dziecko wezmie jeden, to mama nie zo-
baczy. Rzeczywisto$é nie jest matematyka, tych cukierkdéw nie jest nieskoniczenie
wiele i ja sie o tym niejednokrotnie w dziecinistwie przekonalem — wybieralem po
jednym i w koticu rodzice sie zorientowali, ze siegam do pudetka z cukierkami.
Zorientowali sie dlatego, ze matematyka operuje pojeciem nieskonczonosci, ze tak
powiem, rzeczywiscie nieskoniczonej, no a pudetko, cho¢ wypelnione po brzegi cu-
kierkami, nie mialo ich nieskonczenie wiele. Ale mialo duzo, wiec przez jakis czas
ta sztuczka si¢ udawala.

— Czy sq granice stosowalno$ci matematyki?

— Niewatpliwie mozna dzisiaj dostrzec penetracje nowych obszaréw ludzkiego
poznania przez matematyke. Nie idzie ona gladko. Matematyka zostata najpierw
zaobserowana w astronomii. To poszlo tatwo, bo nasz uktad stoneczny funkcjonuje
niezwykle precyzyjnie i wobec tego niemal natychmiast nadawal sie do modelowa-
nia matematycznego. Podobnie wiele rzeczy zwigzanych z miernictwem na ziemi.
Zastosowanie matematyki i matematyzacja fizyki nastapily za czaséw Galileusza,
no i oczywiscie Newtona. Pdzniej proces ten przebiegal jak burza, osiagajac taki
stan, ze wspolczesna fizyka to tak naprawde pewien zespol réwnan matematycz-
nych, ktérym nadajemy pewna tresé fizyczna. Bo wlasciwie: co to jest mechanika
kwantowa? To jest pewien zesp6! réwnar matematycznych, ktéorym nadajemy
interpretacje fizykalna. Tutaj doszliémy do momentu, kiedy obiekty realne zacho-
wuja sie w sposob idealny. Znacznie trudniej jest, jesli idzie o penetracje chemii
przy zastosowaniu matematyki. Na przyklad w chemii duzych czastek rozwiaza-
nia odpowiadajacych im modeli fizykalnych, ktére prowadza do skomplikowanych
uktadéw réwnan typu Schroedingerowskiego, sa praktycznie niewykonalne. Na
przyklad w chemii polimeréw widaé, ze chemicy muszg mie¢ kolosalne wyczu-
cie, bo nie wszystko mozna tam policzy¢. Chemia si¢ matematyzuje, ale nie tak
szybko jak fizyka. Zupelnie inaczej ma sie rzecz z biologia. O ile fizyka i chemia
opieraja sie na stosunkowo niewielu zasadnicznych prawach, o tyle w biologii ta-
kich fundamentalnych praw brak. Innymi stowy, nie mozna odtworzy¢ dzialania
uktadu biologicznego na podstawie kilku ogélnych praw. Wyktadatem jakis czas
temu rachunek wariacyjny. Otoz jakikolwiek obiekt fizyczny sie wezmie i napisze
odpowiadajace mu w mechanice klasycznej rownanie Lagrange’a, to z tego wynik-
nie, jakie rownanie on spelnia. Réwnania moga by¢ bardzo trudne do rozwiazania,
moga by¢ takze trudne do interpretowania fizycznego, ale my dysponujemy algo-
rytmem. W mechanice klasycznej jest powiedziane: wez taki a taki funkcjonal,
poszukaj jego minimum i to bedzie rozwigzanie naszego problemu. Przynajmniej
formalnie mamy mechanizm postepowania. Gdy patrze na mrowisko, nie umiem
wskazaé¢ praw, ktore powiedzialyby mi, ze to musi by¢ tak a tak, bo spelnione
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jest to i to. Nie potrafie sobie tego wyobrazi¢ nawet teoretycznie. John Murray
z Oxfordu — jeden z nawybitniejszych biomatematykéw Swiata, ktory wslawit
si¢ m.in. matematycznym wytlumaczeniem prazkéw na skorze krokodyli i ty-
grysd6w — uwaza, ze przejscie od materii nieozywionej do zwiazkéw organicznych
funkcjonujacych jako zywe istoty jest poteznym skokiem jako$ciowym. Pojawia
sie ogromnie wiele mozliwosci rozwoju i réznicowania, wobec ktoérych na razie
pozostajemy bezradni. W tym miejscu pojawia sie bardzo ciekawy problem filo-
zoficzny, a mianowicie pytanie o redukcjonizm. W dalszym ciagu pojawiaja sie
subtelne rozwazania redukcjonistyczne sugerujace np., ze wszystkie nasze uczucia
to tylko praca neuronéw. Ja sie z tym nie zgadzam. Uwazam, ze nie da sie od-
tworzy¢ umystu, obserwujac prady i zjawiska biochemiczne zachodzace w mézgu
czlowieka; jeden z filozoféw powiedzial, ze nie da sie odtworzy¢ smaku czekolady,
obserwujac reakcje zachodzace w moézgu cztowieka jedzacego czekolade. Mozna
odtworzy¢ sposob reakcji mozgu na smak czekolady, ale nie odtworzymy w ten
spos6b samego smaku. Smak to zupelnie cos innego. Wlasnie to co§ nowego, co
opiera sie redukcjonizmowi.

Musze przyznaé, ze w tym wywiadzie na 90% pytari nie umiem odpowiedzied,
moge jedynie wyrazi¢ moje stanowisko. A moje stanowisko jest takie, ze matema-
tyka jest czedcig materialnego $wiata, jest funkcja materialnego §wiata. Samo zas
przechodzenie od jednych struktur do drugich jest matematycznie coraz trudniej-
sze i w biologii zaczyna sie wlasciwie zalamywaé. Prawa biomatematyki dotycza
pewnych wyizolowanych mechanizméw, np. potrafimy zapisa¢ rownania zwigzane
z praca ukltadu krwiotwoérczego albo z praca narzadu wzroku. To wszytko potra-
fimy matematycznie opisa¢, dlatego ze sa to pewne procesy wyodrebnione z calo-
$ci, 1 to procesy szczegblnie podatne na opis matematyczny. Nie mozna natomiast
napisa¢ réwnania matematycznego opisujacego zycie uczuciowe. Pewne procesy
fizjologiczne, np. zmiany pracy serca, sg dos¢ dobrze opisane matematycznie, dys-
ponujemy juz niezlymi monografiami dotyczacymi arytmii serca i, co wazniejsze,
wspomniane modele matematyczne znajduja uznanie wsréd specjalistéw — nie-
ktorych specjalistow, mozna bowiem zaobserowaé¢ wsrod lekarzy duza niecheé do
uczenia sie¢ matematyki. Z tego, co powyzej powiedzialem, wynika, ze sa pewne
dzialy biologii czy medycyny znakomicie poddajace sie modelowaniu matema-
tycznemu, ale ma to wlasciwie miejsce wtedy, kiedy odchodzimy od tego, czym
w istocie jest zywa materia. Modelujemy matematycznie te czesé rzeczywistosci,
ktora jest niejako mechaniczna. Jak wiec widzimy, zastosowania matematyki do
biologii i medycyny sa uzyteczne, ale dotycza, jesli tak mozna powiedzieé¢, naj-
bardziej materialnej czesci zywego organizmu, nic nie méwiac nam o istocie zycia,
ani tym bardziej o istocie §wiadomosci.(...)

— Wiek XX przyniost glebokq rewolucje w podstawach matematyki. Mam na
mysli grupe twierdzen potocznie zwanych twierdzeniami limitacyjnymi, a dowie-
dzionych przez Goedla, Skolema-Loewenheima, Churcha. Czy matematyk w swej
pracy jest Swiadomy ograniczen, jakie naktadajg te twierdzenia?

— Najpierw wyjasnijmy krétko, o co tutaj chodzi. Dowodzac jakiego$ twier-
dzenia, matematyk musi przestrzega¢ pewnych regul postepowania, podobnie jak
szachista poruszajacy si¢ goricem moze chodzi¢ tylko po przekatnej. Wypowiedzi
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prawdziwych twierdzen jest wiele — poréwnajmy je do calosci szachownicy; ot6z
poruszajac sie czarnym goncem nigdy do pewnych pdl (bialych) nie dojdziemy,
poniewaz nie pozwalaja na to reguly gry. Kwestie te sa pasjonujace dla specjali-
stow z podstaw matematyki i wlasciwie kazdego matematyka, kiedy o nich mysli.
Na ogo6t jednak, gdy zajmujemy sie swoimi problemami, ograniczenia te umykaja.
To jest cos takiego jak to, iz kazdy z nas wie, ze bedzie musial umrzeé, ale pracuje,
jakby mial Zyé wiecznie. Matematycy zapominaja o tym, ze tak niewiele mozna
dowie$¢ w stosunku do tego, co w matematyce wazne, a co poza mozliwosciami
dowodowymi. Mimo to staramy sie walczy¢ o te niewielka czastke znajdujaca sie
w zasiegu naszych mozliwosci.

— Panie Profesorze, matematyka podlega ewolucji. Bez watpienia inny byt po-
ziom Scistosci dowoddéw w Fuklidesowych ,Elementach”, inny jest we wspétczesnej
matematyce. Mysle, ze takq linie demarkacyjng wyznacza osoba Weierstrassa...

— Tak, Weierstrass rzeczywiscie dokonal przelomu w naszym rozumieniu: co
to jest Scisto$é dowodu, zwlaszcza w analizie matematycznej.

— Moje pytanie brzmi nastepujgco: w jakim kierunku bedzie ewoluowaé mate-
matyka? Bo co do tego, ze bedzie sie zmieniaé, nie mamy wagtpliwosci. Czy bedzie
bardziej Scista i sformalizowana, czy raczej nacisk bedzie w niej potoZony na in-
tuicje?

— Bardzo ciekawe i wazne pytanie. My nie zajmujemy si¢ matematyka, my
tylko probujemy powiedzie¢ co$ o niej i w zwigzku z tym nie mozna by¢ tego
zupelnie pewnym. Mozemy sie myli¢. Wydaje mi sie jednak, ze obecne trendy sa
niedobre. Powstaja duze grupy matematykéw uprawiajacych dobra matematyke,
niestety w coraz mniej precyzyjny sposob. Paru moich matematycznych przyja-
ciot z Warszawy i Torunia odsadzi mnie od czci i wiary, ale ja wtasnie o polskiej
matematyce nie bede moéwil zle. Bo w Polsce mamy jeszcze do czynienia ze stara,
dobrg, tradycja precyzyjnej matematyki. Ale wlasnie w dziedzinie, ktora sie tez
w Toruniu i Warszawie rozwija, w teorii gtadkich ukladéw dynamicznych, spo-
tykamy duza liczbe twierdzen sformutowanych i dowiedzionych w sposob, ktory
budzi u innych matematykéw powazne zastrzezenia. Na przyktad dowdd twier-
dzenia o ergodycznos$ci modelu gazu doskonalego zaproponowany przez Sinaia
zawieral tyle luk, iz jak glosi plotka, napisano wiele rozpraw doktorskich, by je
uzupelnié. Zreszta nie wiem dokladnie, jak sie¢ ta historia skonczyla. Widziatem
kiedy$ prace pisane przez specjalistow w dziedzinie gtadkich uktadéw dynamicz-
nych, a dotyczace uktadu Lorenza — znanego przyktadu nasladujacego zjawisko
turbulencji — w ktorych podano i udowodniono wiele wtasnosci chaotycznych i...
te dowody nikogo nie przekonaly. Trzeba sie pochwalié, ze pierwszy precyzyjny
dowod istnienia chaotycznych rozwiazan réwnania Lorenza podali matematycy
polscy: M. Mrozek i jego wspoélpracownicy z Krakowa. Co ciekawsze, dowod ten
byl jednym z pierwszych precyzyjnych, ale wspomaganych komputerowo. Oba-
wiam sie, iz bedzie sie pojawiaé coraz wiecej niedobrej, nieprecyzyjnej matema-
tyki. Wynika to z dwoch rzeczy: pierwsza sprawa — matematyka jest trudna i robi
sie tym trudniejsza, im bardziej chcemy ja uprawiaé¢ szczegélowo i dokladnie.
Sprawdzenie wszystkiego niestychanie op6znia nasze postepy. Jesli pozwolimy so-
bie na pewna dowolno$é¢, to idzie nam to znacznie szybciej. To, o czym mdéwimy,
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jest najlepiej widoczne w pracy fizykéw. Prace fizykéw sg prawdopodobnie naj-
mniej precyzyjne ze wszystkich zastosowan matematyki (znowu obawiam sie, ze
niektorzy fizycy Smiertelnie si¢ na mnie obraza), ale w ten sposéb zawieraja wy-
niki, ktéore mi imponuja. Mamy ogromny szacunek dla fizykoéw. Abstrahujac od
tego, ze zta matematyke moga robié¢ ludzie ghupi, zyjacy iluzja, ze matematyke
znaja i rozumieja, trzeba stwierdzié, iz znakomici naukowcy, jesli chca szybko
osiggnaé¢ daleko idace wyniki, nie moga zwracaé uwagi na precyzje. Z punktu
widzenia czystego matematyka prace Einsteina nie sa rozprawami bez zarzutu.
Swoboda stylu miesza sie¢ w nich z glebia obserwacji. Oczywiscie, okazalo sie, ze
mozna wiele rzeczy sformalizowaé; dla szczegoblnej teorii wzgledno$ci mozna po-
daé¢ aksjomatyke i w rzeczywistosci wiele takich aksjomatyk podano. Nawiasem
mowiac, nie pchneto to w ogole teorii wzglednosci do przodu i raczej postep jest
czysto estetyczny. Ot6z, chcac stosowa¢ matematyke, naukowcy niematematycy
sa zmuszeni robi¢ to — nazwijmy to umownie — byle jak. Inny klasyczny przyklad
to R. Feynman. Liczy?! on calki w przestrzeniach funkcyjnych (zwane dzi$ catkami
Feynmana) w sposob, ktory kazdego matematyka musi doprowadzi¢ do rozpaczy.
Ale on je liczyl i nawet dostal Nagrode Nobla, wyjasniajac pewne fakty z za-
kresu mechaniki kwantowej. Matematycy, siedzac dziesiatki lat, probuja policzyé
to poprawnie; powstaja z tego grube, wielotomowe dzieta, ktoérych przestudio-
wanie w ciggu jednego zycia jest niemozliwoscig. Gdyby Feynman w ten sposéb
chcial budowaé teorie calki, brakloby mu czasu na rozwazanie zagadnienn mecha-
niki kwantowej. Wiec to jest jeden powdd. Drugi jest taki, ze uklady dynamiczne,
o ktorych tu méwimy, sa tak skomplikowane, ze w gruncie rzeczy sa bardziej fi-
zykalne niz matematyczne. W zwiazku z tym ludzie pracujacy w teorii gtadkich
uktadéw dynamicznych czesto pozwalaja sobie na pewien sposéb rozumowania
zblizony raczej do rozumowania fizykoéw. Wlasciwie gdy sie czyta ksiazki Sinaia
i Arnolda, to czesto ma si¢ wrazenie, ze sie stucha bardzo dobrego fizyka, bardzo
zmatematyzowanego fizyka. Probowalem dawaé do czytania studentom nizszych
lat matematyki ksiazki Arnolda z réwnan rézniczkowych i musze przyznaé, ze
bylo to bardzo demoralizujace. Arnold pisze w sposob tak luzny, ze trzeba byé
naprawde dobrym matematykiem, zeby zbudowaé¢ pomiedzy dwoma zdaniami po-
prawne przejécie logiczne. Czasami moze si¢ to nawet nie udaé. Z drugiej strony
niejeden specjalista z réwnan rozniczkowych dopiero z ksiazki Arnolda moze zro-
zumieé, czym sie naprawde zajmuje.

— FEinstein powiedzial kiedys, ze matematycy wiedzq duzo, ale nigdy to, o co
ich pytajg fizycy. Tak wiec ze strony fizykéw réwniez pojawiajq sie zarzuty, Ze
matematyka nie spetnia ich oczekiwan.

— Oczywiscie. Nie chce uzyé¢ trywialnego poréwnania, ale niektore kobiety
prowadza mieszkanie w taki sposob, ze jest ono bardzo uporzadkowane, tylko zy¢
sie w nim nie da. Ot6z matematycy robia co$ takiego ze swoja nauks — ona jest
bardzo porzadna, tylko niestety czasami juz sie do niczego nie nadaje.

— Panie Profesorze...

— Jesli mozna, chcialbym powrdécié do poprzedniego zagadnienia. Moéwilismy
o dobrej stronie odejécia od Scistosci. Dopoki §wiat bedzie tak postepowal, ze
w czolowce beda szli ludzie, ktérzy postepuja nieprecyzyjnie, a za nimi podazacé
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beda ci, ktérzy dokonaja formalizacji, to wszystko w porzadku. Moéwi sie, ze XX
w. jest wiekiem biologii, broni atomowej i czegos tam jeszcze, kazdy moze cos tutaj
dodaé. Wedlug mnie jest to réwniez wiek hochsztaplerstwa w nauce, a w szczegdl-
nosci w matematyce; powstaje takie mnostwo ghupich, nieciekawych i niewaznych
twierdzen i cate tomy niepotrzebnych rozwazan, napisanych w dodatku w spos6b
nieprecyzyjny, ze cztowieka ogarnia przerazenie. Wlasciwie nie wymyslono ideal-
nego systemu kontroli i przerazajaca jest mysl, ze np. na jezyk polski przektadane
sa za drogie pieniadze ksigzki, ktore sa stekiem nonsenséw, natomiast wspaniale
pozycje nie sa tltumaczone. To jest tragedia, tragedia hochsztaplerstwa w nauce.
Jest ono tak duze, ze tracimy nad nim kontrole. I, o zgrozo, to si¢ dzieje takze
w matematyce. Podkreslam, nie chodzi tu tylko o brak Scistosci. To wspaniate, ze
Einstein i Feynman nie byli niewolnikami rygorystycznej precyzji i mogli dzieki
temu dokona¢ rzeczy wielkich. Nie jest tez tragedia, ze Arnold i Sinai w teo-
rii gltadkich ukladéw dynamicznych nie zatrzymali sie nad jakimi$ szczegdlami.
Oni poodkrywali tak piekne twierdzenia, stworzyli od podstaw cate galezie nauki
i otworzyli nam oczy na nowe interesujace wlasnosci. Gdyby robili to z Weier-
strassowska skrupulatnoscia, to prawdopodobnie do niczego nowego by nie doszli.
Wydaje mi sie, ze takim typowym przyktadem hochsztaplerstwa jest tzw. syner-
getyka. Cale opaste tomy po$wiecone synergetyce zostaly wydane przez jedno
z najbardziej prestizowych wydawnictw naukowych, Springer Verlag. Nie ma tam
nic nowego matematycznie, tylko stwierdzenia dobrze juz znane i niedbale przed-
stawione. Smutne to jest, ze najbardziej prestizowe wydawnictwo $wiata wydaje
za ciezkie pieniadze ksiazki bez zadnej wartosci.

— Czy w matematyce nastgpi unifikacja pozornie odlegtych dziedzin, tak jak
sie to dokonato z algebrg i topologiq w topologii algebraicznej?

— Tak, stale bedzie sie dokonywal postep w unifikacji, ale bedzie on znacznie
wolniejszy niz postep w dyferencjacji. Niestety, w matematyce, jak i w medycynie,
jestedmy coraz bardziej na to skazani.

— G. H. Hardy w swoich badaniach naukowych programowo wybieral kwestie
pozbawione mozliwodci jakiegokolwiek zastosowania praktycznego. Pan Profesor
postepuje odwrotnie, tzn. zastosowania wyznaczajq obszar Panskich zaintereso-
wan: biologia, medycyna. Dlaczego? Czy wigze sie to z Pariskim poglgdem na
matematyke i jej zwiqzek z rzeczywistym Swiatem?

— Tutaj wigza sie dwie rzeczy. Po pierwsze Hardy byl czlowiekiem bardzo
kontrowersyjnym. Takze ten jego poglad — cytujac bpa Pieronka wypowiadaja-
cego sie w sprawie pewnego ksiedza — to problem psychiatry, nie matematyka. Ale
jest jeszcze druga kwestia. Naprawde wielkie zastosowania matematyki, takie ja-
kie robili Einstein, Smoluchowski, specjalisci od mechaniki kwantowej czy fizyki
atomowej, sg niestychanie rzadkie. To samo dotyczy zastosowari w biologii czy
medycynie — mozna znalezé w neurologii kilka prac matematycznych, ktore zapi-
saly sie na trwate w historii zastosowari matematyki. Natomiast zte zastosowania
jest bardzo latwo tworzy¢. Sa uniwersytety w Stanach Zjednoczonych, na ktérych
w ogble zlikwidowano matematyke. Rozmawiatem z przyjaciélmi matematykami
we Wloszech i okazuje sig, ze tam panuje podobny poglad. Moim zdaniem wynika
to z tego, ze wielu ludzi produkuje $mieci, posrod ktérych ging rzeczy naprawde



[MACIERZATORS34] 13

warto$ciowe. Ale niestety nie sposob a priori okresli¢, co jest $mieciem, a co nim
nie jest. Dopiero przyszlosé bezblednie pokazuje, ktore rezultaty sa wartosciowe.
Mowiac krocej, najwiekszym zrodlem naszych nieszcze$é jest pospiech. Nauka
w tym wzgledzie nie jest wyjatkiem. Podobnie jest w literaturze i filmie.

— Powiedzmy teraz o Pariskiej wspdtpracy z paniq doc. Marig Wazewskq-
Czyzewskq. Czego ta wspdlpraca dotyczyta, jakie wynikly z niej praktyczne za-
stosowania matematyki w medycynie?

— Wazewska byla niezwykle uczciwym naukowcem. Miata ogromng wiedze
hematologiczna i zdawala sobie przy tym sprawe, ze niektére mechanizmy w he-
matologii mozna bedzie opisa¢ matematycznie. W pewnym momencie brakto jej
narzedzi matematycznych i ona mi o tym sprawach opowiedziala. A mnie sie to
po nocach $nito. Po jakims$ czasie zaproponowalem jej kilka modeli i ona wy-
brala z tych moich pomystéw to, co uwazala za biologicznie najciekawsze, do-
prowadzajac mnie zreszta niejednokrotnie do rozpaczy, bo przez te jej uczciwosé
modele bardzo pigkne, a tylko troche zalgane, musieliSmy odrzuci¢. Ot6z, cosmy
w rezultacie zbudowali? ZbudowaliSmy model, ktéry w jezyku matematyki na-
zywa si¢ nieliniowym réwnaniem rézniczkowym z opdznionym argumentem. Ma
on pewne wlasnosci wymykajace sie, a nawet, zdawaloby sie, uragajace zdrowemu
rozsadkowi. W tym przypadku, jak mawial Opial, matematyka jest madrzejsza
od matematyka.

W poréwnaniu z innymi systemami uktad krwiotworczy dziala bowiem sto-
sunkowo prosto i pierwszy doczekal sie matematycznych prob opisu. Krwinki sa
produkowane w szpiku kostnym i po przekroczeniu bariery szpikowej dostaja sie
do krwioobiegu. Tam wypelniaja swoje funkcje (np. czerwone transportuja tlen),
nie rozmnazajg sie 1 po wyczerpaniu rezerw enzymatycznych sa wchlaniane przez
ustréj. Mamy tu wiec wyraznie wyrédznione dwie fazy: okres produkcji (rozmna-
zania sie) w szpiku kostnym i okres funkcjonowania w krwioobiegu. Miedzy tymi
fazami istnieje Sciste sprzezenie. Jesli w krwioobiegu krwinek jest zbyt mato, pro-
dukcja uktadu krwiotworczego wzrasta; jesli jest ich zbyt duzo — maleje. Uktad
krwiotworczy reaguje jednak z niewielkim opéznieniem, jednego do trzech dni.
W sumie mamy wiec sytuacje, ktéra moze by¢ dobrze opisana przez roéwnanie
rézniczkowe z op6znionym argumentem. Mozemy wiec do uktadu krwiotwoczego
zastosowaé nasza teorie i zaobserwowaé, co sie dzieje przy schorzeniach wydlu-
zajacych czas reprodukcji krwinek. Zgodnie z nasza teoria powinny sie pojawiaé
oscylacje poziomu krwinek, poczatkowo regularne, potem chaotyczne. Wreszcie
moze nastapié¢ przekroczenie granicy tolerancji ustroju. Krzywe $§miertelnosci po-
winny by¢é wyktadnicze. Zgadza sie to do$é dokladnie z rzeczywistym przebiegiem
niektérych bialaczek.

Majac model procesu, mozna nim sterowaé. Proby takie udaty si¢ Wazewskiej.
Docent Wazewska, wykorzystujac do planowanej terapii rozwigzania badanego
przez nas réwnania rézniczkowego, pomogla w istotny sposob kilku pacjentom
z anemig polekowa.

Jezeli nawet w minimalnym stopniu moja praca sie do tego przyczynila, to
moze jest to najwartosciowsza rzecz, jaka w zyciu zrobitem.

marzec 1998
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[Liga Matematyczna - czes¢ 3.]

Witamy w trzeciej odstonie Ligi Matematycznej! Tematem grudniowej edycji sa
sofizmaty. Z racji dosyé¢ dlugich sformutowari probleméw, tym razem pominiemy
omoéwienie poprzedniej czesci. Zaznaczymy jedynie, ze niektére z zadan z listo-
padowej odstony zostaly zaczerpniete z ksigzki Wactawa Marzantowicza i Piotra
Zarzyckiego Elementarna teoria liczb. Po drugiej czesci konkursu najlepszy wy-
nik punktowy ma Adam Glos (3 klasa liceum) — 69 punktéw (na 100 mozliwych).
Gratulujemy!

Polecenie do kazdego zadania jest takie samo — nalezy wyjasnié, dlaczego
rozumowanie jest bledne.

Zadanie 1. Udowodnimy, ze 0 = 1.
7 twierdzenia o catkowaniu przez czedci:

/ dx—f /—xdx—l—k/ —dz,

po przeniesieniu calki z % na lewa strone:
1 1
/fd:cf/fdle,
x x

Zadanie 2. Pokazemy, ze wszystkie koty sg tego samego koloru.

Dowdd indukceyjny: Dla jednoelelementowego zbioru kotéw teza jest oczywi-
$cie prawdziwa. Zalézmy, ze dla pewnego n € N teza jest prawdziwa. Rozwazmy
zbior {ki,..., kn} ztozony z n+ 1 kotéw. Z zalozenia indukcyjnego koty k1, ... kn
sa tego samego koloru. Réwniez z zalozenia indukcyjnego, koty ko, ..., knt1 sa
tego samego koloru. Zatem wszystkie koty w tym zbiorze maja ten sam kolor.

a zatem: 0 = 1.

Zadanie 3. Uzasadnimy, ze w przypadku podrbzy samolotem warto zabraé¢ ze
soba bombe.

Istotnie, przyjmijmy, ze prawdopodobienstwo ze ktorys z pasazerow (zapewne
terrorysta) ma ze soba bombe wynosi 1 : 100000. Prawdopodobieristwo, ze w jed-
nym samolocie az dwoje pasazeréw ma ze sobg bombe wynosi zatem 1 : 10000000000.
Zatem, jezeli zabierzemy wtasnag bombe ze soba, to prawdopodobienistwo, ze na
poktadzie kto§ ma druga wynosi 1 : 10000000000. My naszej bomby nie odpalimy,
wiec nasze bezpieczenistwo zdecydowanie sie poprawia.

Zadanie 4. Pokazemy, ze wszystkie liczby naturalne sg réwne jeden.
Niech n bedzie liczba naturalna. Rozwazmy uklad réwna:

c1x1 +cx2 + -+ 1y = C1
cox1 + Cc2x2 + -+ C2ky = C2

CnT1 + CnT2 + -+ CnTpn = Cn,
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w ktorym wszystkie wspotczynniki ¢; sa rézne od zera. Dzielac pierwsze réwnanie
przez ci, otrzymujemy x1 + T2 + - - - + &, = 1. Skorzystajmy teraz z twierdzenia
Cramera. Zastepujac i-ta kolumne macierzy gltéwnej A naszego ukladu, kolumna
wyrazéw wolnych, otrzymujemy macierz A; = A. Zatem xz; = l\AAiI‘ =1.

Stad Z?:l 1=1,czylin=1.

Zadanie 5. Po raz drugi udowodnimy, ze 0 = 1.
Rozwazmy nastepujacy wielomian z piericienia Zg[X]:

p(X) =X +3X +2.

Wspotezynnik przy X* jest oczywiscie rowny 0. Zauwazmy, ze pierwiastkami wie-
lomianu sa 1,2,4 i 5, zatem po rozlozeniu na czynniki nasz wielomian ma postaé:
p(X) = (X — 1)(X — 2)(X — 4)(X — 5). Wspotezynnik przy X* jest rowny 1.
Wiemy, ze dwa wielomiany sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy ich wspotczynniki
przy odpowiednich potegach sa réwne. Zatem 0 = 1.

Rozwiazania prosimy przesytaé¢ na adres liga@knm.katowice.pl lub przynosié¢
do pokoju 524 do 10. stycznia 2011 r.

Mikotaj

[O tym, ze matematyka potrafi by¢ czasami
bardzo zlosliwal

Wezmy do reki kalkulator i policzmy wartosé wyrazenia /178212 4- 184112,
Otrzymamy wynik 1922. Zatem prawdziwa jest rownosc:

178212 4+ 184112 = 192212,

Co przeczy twierdzeniu, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 réwnanie
" 4y"™ = 2" nie ma rozwiazania w liczbach naturalnych, zwanemu Wielkim
Twierdzeniem Fermata, ktore (po ponad 300 latach) zostalo udowodnione
przez Andrew Wilesa. Co$ tu jest nie tak. Gdzie jest blad?

Okazuje sie, ze btad tkwi w naszych obliczeniach. Wykonujac powyz-
sze dziatanie, kalkulator operuje na stosunkowo duzych liczbach i przez to
wynik obliczeri nie jest zbyt dokladny. Niestety nie mozna bezgranicznie
wierzy¢ wynikom uzyskanym na kalkulatorze lub na komputerze.

Zauwazmy, ze powyzsza niby-réwnosé nie ma prawa zachodzié¢, poniewaz
cyfra jednosci lewej strony jest nieparzysta, a prawej parzysta.

Innymi znanymi falszywymi kontrprzyktadami do Wielkiego Twierdze-
nia Fermata sa nastepujace niby-réwnosci:

398712 4 43652 = 447212, 61075 + 8919°% = 9066°.
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Rozwazmy nastepujacy problem. Moéwimy, ze liczba
naturalna n jest typu parzystego, jesli rozklada sie na
parzysta liczbe liczb pierwszych (np. 60 = 2-2-3-5 jest
typu parzystego) — uméwmy sie, ze 1 jest typu pa-
rzystego. Analogicznie, méwimy, ze liczba naturalna
n jest typu nieparzystego, jezeli rozktada sie na nie-
parzysta liczbe liczb pierwszych (np. 8 = 2 -2 -2
jest typu nieparzystego). Zauwazmy, ze np. kazda
liczba pierwsza jest typu nieparzystego. Obok przed-
stawiono typy kilku pierwszych liczb.

Zdefiniujmy nastepujace funkcje. Niech P(n)
oznacza ilo$¢ liczb typu parzystego mniejszych lub
rownych n. I analogicznie, niech N(n) oznacza ilogé
liczb typu nieparzystego mniejszych lub réwnych n.

Na postawie powyzszej tabeli tatwo sprawdzié, ze np. P(11) =5, a N(11)
6, czyli P(11) < N(11). W 1919 roku wegierski matematyk George Polya
postawil hipoteze, ze powyzsza nieréwnosé zachodzi dla dowolnej liczby
naturalnej. Okazuje sie, ze zachodzi ona dla wszystkich liczb naturalnych

mniejszych niz 906150257, Dla 906150257 juz nie.

Pierwszy kontrprzykltad zostal podany w 1958 roku przez Brytyjczyka
Colina Briana Haselgrove’a. Sprawdzil on, ze nieréwnosé¢ nie zachodzi dla
n rzedu 1.845 - 10361, Jednak operowanie tak duzymi liczbami zawsze wiaze
sie z ryzykiem, o ktérym pisalem na poczatku artykutlu. W 1960 roku R.
Sherman Lehman pokazal, Ze nieré6wnosé jest falszywa dla n = 906180359.
A najmniejszym mozliwym kontrprzyktadem jest wspomniane wyzej n =

906150257. Pokazal to w 1980 roku Minoru Tanaka.
W matematyce trzeba uwazaé.

n typ
1 P
2 N
3 N
4=2.2 P
5 N
6=2-3 P
7 N
8§8=2-2.2| N
9=3-3 P
10=2-5 | P
11 N

vil
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[Matematyka jak poezjal

z Profesorem Andrzejem Lasotq rozmawia Profesor Tomasz Szarek

Prezentowany ponizej tekst to pelna wersja rozmowy Pana Profesora
Andrzeja Lasoty z jednym z Jego uczniéw — Profesorem Tomaszem Szar-
kiem. Wywiad ten ukazal sie w 1998 roku na tamach Przeglgdu Powszech-
nego.

Redakcja [MACIERZATORA] pragnie zlozy¢ serdeczne podziekowania
Panu Profesorowi Tomaszowi Szarkowi oraz Redakcji Przeglgdu Powszech-
nego za wyrazenie zgody na wydrukowanie wywiadu.

Fokk

— Panie Profesorze, rozpowszechniony jest poglad, zZe wszystkie dyscypliny
wiedzy, poza matematykq, zastugujg na miano nauki tylko przez uprzejmosé.
Co sprawia, ze matematyka cieszy sie tak uprzywilejowang pozycjq posrod
innych nauk?

— Niewatpliwie jest wiele nauk, ktére nie sa matematyczne. Zasadni-
cza roznica miedzy nimi a matematyka polega na tym, ze mozna w nich
drastycznie zmieni¢ poglady. Ot6z w matematyce tak nie jest. Jesli sie po-
rzadnie udowodni jakie$ twierdzenie, co oznacza, ze matematyk przy jego
dowodzie sie nie pomyli, a kilku jego kolegdw matematykoéw je sprawdzi, to
wtedy zasadniczych zmian nie mozna oczekiwaé. Dzieje sie tak po prostu
dlatego, ze matematyka to jest pewien algorytm — sposoéb postepowania,
ktory, zastosowany poprawnie, musi daé¢ zawsze taki sam rezultat. Tajem-
nica tkwi w tym, dlaczego musi da¢ zawsze taki sam rezultat. Ale tajemnica
ta jest na tyle trudna, ze nie podejmuje sie jej rozwigza¢. Dlaczego powta-
rzajac rozumowanie, musimy otrzymac ten sam wynik, jesli prowadzimy
je poprawnie? Mnie sie wydaje (moge sie jednak myli¢), ze odpowiada za
to konstrukcja $wiata. Swiat jest rzeczywiscie tak skontruowany, ze wy-
niki do$wiadczen i rozumowan sa powtarzalne, przy czym sa powtarzalne
w spos6b absolutny, kiedy rozumujemy zgodnie z przyjetymi od tysiacleci,
przynajmniej od Arystotelesa, pewnymi kanonami logiki. Jezeli prowadzimy
rozwazania na obiektach matematycznych wedtug dwuwartosciowej logiki,
to dochodzimy nieustannie do tych samych wnioskow. Trzeba takze pamie-
ta¢, ze obiekty matematyczne sa w idealny sposéb sprecyzowane. Mnie sie
osobiscie wydaje, ze dzieje sie tak dlatego, iz wszystkie twierdzenia mate-
matyczne mozna sprowadzi¢ do twierdzen o liczbach naturalnych. A liczby
naturalne maja te zadziwiajaca wtasnosé, ze wszystkie wykonane na nich
rachunki daja ten sam wynik. Oczywiscie, to ze 3 x 5 = 5 x 3 = 15 jest
stosunkowo tatwe do wyobrazenia, lecz pewne obliczenia sa naprawde skom-
plikowane i kazdy kto kiedykolwiek pracowal przy jakimkolwiek problemie
numerycznym, czy nawet pracowal w takim dziale jak ksiegowos$¢ w duzym
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przedsiebiorstwie i zobaczyl, ze to wszystko sie zgadza, odczuwa wrazenie
swoistego cudu. Ten cud sie zdarza we wszystkich bankach na §wiecie tysiace
razy dziennie. Tak sg skontruowane liczby naturalne. Poniewaz myslac ma-
tematycznie, w gruncie rzeczy dzialamy w tej pracy logicznej na liczbach
naturalnych, wiec wyjasnia to troszeczke cud powtarzalno$ci rozumowan
matematycznych. Wowczas jedynym przyjetym przez nas zalozeniem po-
zostaje zalozenie niesprzecznosci aksjomatyki liczb naturalnych — wszystko
inne mozemy juz sprowadzi¢ do tej aksjomatyki.

Mozna powiedzie¢, i takie pojawialy sie zdania, ze liczby naturalne stwo-
rzyt Bog, a wszystko inne jest wymystem czlowieka. Moze rzeczywiscie tak
jest? W kazdym razie jest jakas numeryczna konstrukcja swiata, ktora jest
poprawna, a jej poprawno$é¢ zapewnia poprawnos¢ rozumowan matematycz-
nych. To wlagnie wyréznia matematyke sposréd wszystkich innych dziedzin.

— A czy te nierozmyte obiekty matematyki i twierdzenia o nich my je-
dynie odkrywamy, czy je tworzymy? Innymi stowy: czy podziela Pan stano-
wisko platonizmu — jak podobno 75% spotecznosci matematykow — czy tez
opowiada sie Pan za konceptualizmem?

— Musze zaczaé¢ od stwierdzenia, ze mam kontrowersyjny poglad nie
tylko na matematyke, lecz na konstrukcje nas jako istot myslacych. Otéz
mam bardzo niedobry poglad. Uwazam mianowicie, ze umyst ludzki jest
tworem materialnym. Réznica miedzy mna a materializmem i marksistami
w szczegoOlnosci jest taka, ze na tym sie to nie koriczy. To znaczy podzie-
lam poglad, ktéry wypowiadali niektérzy medrcy hinduscy, ze cialo i umyst
sa nam dane, a pierwiastek transcendentalny to ani umys}, ani ciato, ale
co$, co jest ponad umystem i ponad cialem. Takie jest moje zdanie. Bar-
dzo trudno to umotywowac, uzasadni¢, ale nie jest to niemozliwe. Prosze,
niech Pan zwréci uwage, ze nasi przodkowie przed wieloma wiekami od-
rézniali istoty zywe od istot niezywych glownie wskutek tego, ze istoty
zywe sie poruszaja. Dzisiaj kazde dziecko w kazdym sklepiku moze sobie
kupi¢ zabawki elektroniczne, ktore sie Swietnie poruszaja. Ale to sg twory
martwe, materialne, a wiec nie ruch stanowi istote bytéw zywych. Dalej,
wydawalo sie, ze niektére rozumowania, czy tez rozwiazywanie pewnych
zagadnien, sa wlasciwie tylko umystom zwiazanym z jakas transcendencja.
Tymczasem nie, komputer sktada si¢ z pewnej liczby polaczen elektronicz-
nych i na upartego, chociaz wydaje sie to niewyobrazalnie skomplikowane,
mozna by go powtérzy¢é mechanicznie — tzn. z filozoficznego punktu widze-
nia nie ma réznicy, powiedzmy, miedzy zespotem trybikéw a komputerem
— jest to tylko kwestia szybkosci i miniaturyzacji. Formalnie jednak mozna
zrobi¢ mechaniczny komputer, ktory wygladaltby jak jakas kolosalna ma-
szyna z powiesci Lema. Ot6z komputer jest mechanizmem i ten mecha-
nizm potrafi rozwiazywaé rozmaite zagadnienia, ktore kiedy$ uwazano za
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wlasciwe umystowi ludzkiemu, duszy cztowieka. Gdy sie otworzy czaszke
czlowieka, to widaé polaczenia neuronowe, przypominajace do zludzenia
polaczenia w komputerze. Obecnie buduje sie nawet komputery, ktére dzia-
taja na sieciach réwnoleglych, korzystajac z wiedzy podpatrzonej w mozgu
ludzkim. Ot6z ta dziatalnosé materialna mozgu, tzn. prady biegnace po
neuronach, w ogoéle dziatalnie neuronéw, chociaz w matym stopniu znane,
jest dzialaniem pewnego kolosalnego komputera i jest to proces czysto ma-
terialny. Dlatego kiedy tworzymy matematyke, czynimy to fizyczna czescia
mozgu. Gdzie, w ktérym miejscu ta czesé, powiedzmy, transcendentalna
taczy sie z dziatalnoscia tego, co nazwaliSmy komputerem moézgowym, nie
wiem. Rozwigzanie tej zagadki, najciekawszej i najtrudniejszej nie tylko
w przyrodzie, ale wtasciwie najwickszej zagadki $wiata, dla samej matema-
tyki nie ma istotnego znaczenia. Swoja droga, nikt tego fenomenu nie ujat
lepiej niz Wistawa Szymborska w wierszu ,,Zdumienie”. No, moze jeszcze
Hugo Steinhaus. Ciekawa rzecz: z jednej strony matematyk, z drugiej po-
etka. Znakomity polski matematyk — uwazam go za jednego z najwiekszych
— i niewatpliwie jedna z najlepszych polskich poetek sformutowali, tylko
w nieco inny sposob, to samo zagadnienie: dlaczego ja jestem ja? Czuje
doskonale, ze gdyby ktos skonstruowal z identycznych komorek takiego sa-
mego Andrzeja Lasote i p6Zniej mnie unicestwil, to mnie nie bedzie. To
dobry argument i przy tym niestychanie przekonujacy, wymyslili go filozo-
fowie jeszcze przed eksperymentami z klonowaniem. Méwi mi on, ze jest
co$ we mnie, co nie jest tylko komputerem, ale ja nie potrafie powiedzie¢,
co to takiego.

Nasz komputer mozgowy jest zbudowany z materii, a wiec tworzac wla-
sne pomysty, stwarza je w gruncie rzeczy podobnie do idei zawartych w §wie-
cie materialnym. Wobec tego matematyka wymyslona przez mozg jest ana-
logiczna do tej, ktora zostala wkomponowana w $wiat zbudowany jak on
z elementéw materialnych. Tak sie ztozylo, ze przed nasza rozmowa troche
przegladalem Miltosza. Czytatem jego ,Szes¢ wyktadow o dolegliwosciach
naszego wieku” — cykl odczytéw wygloszonych na Uniwersytecie Harvarda.
Czytatem Mitosza i zdumiewalem sie, ze niektére problemy w matematyce
sa niemalze analogiczne do probleméw w poezji. Mianowicie Milosz w pew-
nych momentach wyraZznie optuje za pogladem, ze dobra poezja to taka
poezja, ktora odzwierciedla rzeczywistosé, ujmujac w stowach bogactwo
rzeczywistego $wiata i ztozonosé jego problemow. Ot6z, mozna z pewnoscia
tworzy¢ abstrakcyjna poezje surrealistyczna, ktéra nic nie méwi o $wiecie,
ale Miltosz uwaza, ze to zta poezja. Dadaizm, surrealizm, wszystkie ode-
rwane od rzeczywistosci czysto estetyczne, formalne pomysty sa de facto
kleska poezji. Zdumiewa mnie, ze mam podobny poglad na matematyke, jak
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Mitosz na poezje. Uwazam bowiem, ze dobra matematyka to odzwiercie-
dlenie $wiata, odzwierciedlanie rzeczywistosci i znajdowanie matematycz-
nej struktury w $wiecie. Mozna sobie oczywiscie wyobrazaé pickne struk-
tury formalne, niemajace zadnego zwiazku z rzeczywistoscia, ale to na ogot
ztudzenie. Na przyktad algebry Boole’a, odkryte w sposéb formalny, oka-
zalty sie znakomitym odzwierciedleniem potaczen elektronicznych. Mimo to,
kiedy przeglada sie te miliony prac, ktore sa dzisiaj publikowane, no setki
tysiecy (po wojnie udowodniono kilka milionéw twierdzen), to w tej ogrom-
nej masie na pewno jest wiele konstrukeji catkowicie surrealistycznych. Sa
one formalnie poprawne i zgodne z zasadami myslenia matematycznego, ale
w rzeczywistosci nic nowego nie tworza i sa brzydkie. Podobnie jak pewne
zestawy pustych dzwiekoéw moga tworzy¢ cos§ w rodzaju wiersza, a naprawde
wierszem nie sa. Dobra matematyka jest to odkrywanie matematyki w rze-
czywistosci, czy raczej odkrywanie matematycznej struktury w rzeczywi-
stosci; w ztej matematyce struktury buduje sie formalnie. Zta matematyka
przypomina mi troche koszmarny sen, ten bowiem sktada sie z elementow
rzeczywistych, tylko ulozonych w nonsensowny, formalny cigg. Nawiasem
mowigce, do dzis nie wiemy dokladnie, na czym polega sen. Na przyktad
obiekty matematyczne moga sie $ni¢ w postaci konkretnego przedmioty,
a jakas taka walka z przedmiotem, ustawianie go, powoduje, ze w nowym
jezyku, jezyku snu, kontynuujemy rozwazania matematyczne. Mnie sie wy-
daje, ze sen jest potrzebny po to, azeby wrazenie i uczucia z calego dnia
uporzadkowaé¢. Natomiast dobra matematyka, jak dobra poezja, powtdrze
to raz jeszcze, to tworcze poznawanie struktury rzeczywistosci.

— Czy matematycy siegajg po poezje?

— Jednym z ludzi, ktorzy wywarli na mnie istotny wplyw i przyczynili
sie do uksztaltowania moich pogladéw matematycznych, byl Marceli Stark.
Wybitny matematyk, ktory kochat ksigzki, pisat je i pomagatl wydawaé. To
on przyczynil sie, a wlasciwie zadecydowal o powstaniu i rozwoju staw-
nych serii Biblioteki Matematycznej i Monografii Matematycznych. Byt
to cztowiek pod wieloma wzgledami wyjatkowy. Andrzej Turowicz wspo-
mina: Pamietam, iz kiedy mu powiedziatem, ze choé przepadam za poezja
dawniejsza, nie rozumiem wspoltczesnej, Stark odpowiedzial: ,Wez i czytaj
Szymborska’. Powiedzial to w 1974 r. Najlepsze wiersze w zyciu poznalem
z tomikéw, ktore czytalt mi Ryszard Engelking, i tych, ktére podarowal mi
Zdzistaw Opial.

— Jesli nasz wmyst, bedacy w koricu tworem materialnym, poznaje struk-
tury matematyczne, ktore s¢g w nim zakodowane, to skqd pojawia sie w ma-
tematyce pojecie nieskoriczonos$ci?

— Sa pewne rzeczy, na ktore z kolei ja jestem malo wrazliwy. Zastanawia
mnie, ze wielu ludzi i to dobrze wyksztalconych, nie ma tego zdumienia,
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ktore miata Szymborska, ktore spotykamy u Steinhausa. Nie dziwi ich, ze
oni to wlasnie oni, a nie ja. Ze kazdy z nich jest soba, a nie swoim oj-
cem czy bratem, czy Arystotelesem. Na moich oczach zabito Kennedy’ego.
Byt to dla mojego pokolenia czlowiek bardzo wazny, ktos, z kim wiaza-
liSmy nadzieje na lepszy, bardziej uporzadkowany $wiat, na jakies dobre
zmiany w tym $wiecie. My$my wszyscy ptakali, gdy go zabito, ale nikt z nas
w najmniejszym stopniu wéwczas nie umart. Wraz z ta $miercig nie ubyto
w najmniejszym stopniu mojej Swiadomosci, mojej jazni, niczego ze mnie.
Ot67 to, dlaczego ja, jestem ja, a Kennedy byt Kennedym, jest niewatpliwie
wielka zagadka. Do niektérych ludzi to nie dociera, to, co ja méwie, jest dla
nich zupelnie niezrozumiate. Co to za zagadka, ja jestem ja, ty jestes ty.

Ot6z w podobny sposéb ja jestem nieczuly na problem nieskoriczonosci,
w ogoble nie uwazam tego za zaden problem. M6j ulubiony przyktad, ktory
czesto powtarzam, ukazuje nieskoriczonosé jako abstrakcje czegos, czego jest
bardzo duzo. Dzieci tak licza: jeden, dwa, duzo. Duzo — to po prostu nie-
skonczonosé. Nieskoniczonosé jest to tak wielka liczba, ze odejmowanie od
niej jedynki czy tez dodawanie do niej jedynki nic wlasciwie nie zmienia.
Dziecko zdaje sobie z tego sprawe: gdy jest jeden cukierek i ono go wez-
mie, to mama zobaczy, ze zniknal; jesli jednak jest cale pudelko cukierkow
i dziecko wezmie jeden, to mama nie zobaczy. Rzeczywistos¢ nie jest mate-
matyka, tych cukierkow nie jest nieskonczenie wiele i ja si¢ o tym niejed-
nokrotnie w dziecinnstwie przekonatem — wybieratem po jednym i w koricu
rodzice sie zorientowali, ze siegam do pudetka z cukierkami. Zorientowali
sie dlatego, ze matematyka operuje pojeciem nieskoriczonosci, ze tak po-
wiem, rzeczywiscie nieskonczonej, no a pudetko, choé¢ wypetnione po brzegi
cukierkami, nie miato ich nieskoriczenie wiele. Ale miato duzo, wiec przez
jakis czas ta sztuczka sie udawala.

— Czy sq granice stosowalnosci matematyki?

— Niewatpliwie mozna dzisiaj dostrzec penetracje nowych obszaréw ludz-
kiego poznania przez matematyke. Nie idzie ona gtadko. Matematyka zo-
stata najpierw zaobserowana w astronomii. To poszto tatwo, bo nasz uktad
stoneczny funkcjonuje niezwykle precyzyjnie i wobec tego niemal natych-
miast nadawal sie do modelowania matematycznego. Podobnie wiele rzeczy
zwiazanych z miernictwem na ziemi. Zastosowanie matematyki i matema-
tyzacja fizyki nastapily za czasow Galileusza, no i oczywiscie Newtona.
Poézniej proces ten przebiegal jak burza, osiagajac taki stan, ze wspotcze-
sna fizyka to tak naprawde pewien zespot rownan matematycznych, ktorym
nadajemy pewng tres¢ fizyczna. Bo wlasciwie: co to jest mechanika kwan-
towa? To jest pewien zesp6! rownan matematycznych, ktérym nadajemy
interpretacje fizykalna. Tutaj doszliSmy do momentu, kiedy obiekty realne
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zachowuja sie w sposob idealny. Znacznie trudniej jest, jesli idzie o pene-
tracje chemii przy zastosowaniu matematyki. Na przyktad w chemii duzych
czastek rozwiazania odpowiadajacych im modeli fizykalnych, ktore prowa-
dza do skomplikowanych uktadéw réownan typu Schroedingerowskiego, sa
praktycznie niewykonalne. Na przyktad w chemii polimeréw widaé, ze che-
micy muszg mieé kolosalne wyczucie, bo nie wszystko mozna tam policzyé¢.
Chemia sie matematyzuje, ale nie tak szybko jak fizyka. Zupelnie inaczej
ma sie rzecz z biologia. O ile fizyka i chemia opieraja sie na stosunkowo
niewielu zasadnicznych prawach, o tyle w biologii takich fundamentalnych
praw brak. Innymi slowy, nie mozna odtworzyé¢ dziatania ukladu biolo-
gicznego na podstawie kilku ogolnych praw. Wykladalem jakis czas temu
rachunek wariacyjny. Oto6z jakikolwiek obiekt fizyczny sie wezmie i napisze
odpowiadajace mu w mechanice klasycznej réwnanie Lagrange’a, to z tego
wyniknie, jakie réwnanie on spetnia. Réwnania moga byé bardzo trudne do
rozwiazania, moga by¢ takze trudne do interpretowania fizycznego, ale my
dysponujemy algorytmem. W mechanice klasycznej jest powiedziane: wez
taki a taki funkcjonal, poszukaj jego minimum i to bedzie rozwigzanie na-
szego problemu. Przynajmniej formalnie mamy mechanizm postepowania.
Gdy patrze na mrowisko, nie umiem wskazaé¢ praw, ktére powiedziatyby mi,
ze to musi by¢ tak a tak, bo spelione jest to i to. Nie potrafie sobie tego
wyobrazi¢ nawet teoretycznie. John Murray z Oxfordu — jeden z nawybit-
niejszych biomatematykow Swiata, ktory wstawil sie¢ m.in. matematycznym
wythumaczeniem prazkoéw na skorze krokodyli i tygrysow — uwaza, ze przej-
$cie od materii nieozywionej do zwiazkéw organicznych funkcjonujacych
jako zywe istoty jest poteznym skokiem jako$ciowym. Pojawia sie ogromnie
wiele mozliwosci rozwoju i réznicowania, wobec ktérych na razie pozosta-
jemy bezradni. W tym miejscu pojawia si¢ bardzo ciekawy problem filozo-
ficzny, a mianowicie pytanie o redukcjonizm. W dalszym ciggu pojawiaja
sie subtelne rozwazania redukcjonistyczne sugerujace np., ze wszystkie na-
sze uczucia to tylko praca neuronéw. Ja sie z tym nie zgadzam. Uwazam,
ze nie da sie odtworzy¢ umystu, obserwujac prady i zjawiska biochemiczne
zachodzace w mozgu czlowieka; jeden z filozoféw powiedzial, Ze nie da sie
odtworzy¢ smaku czekolady, obserwujac reakcje zachodzace w mozgu czto-
wieka jedzacego czekolade. Mozna odtworzy¢ sposob reakcji mozgu na smak
czekolady, ale nie odtworzymy w ten sposob samego smaku. Smak to zu-
pelnie co§ innego. Wtasnie to co§ nowego, co opiera si¢ redukcjonizmowi.

Musze przyznaé, ze w tym wywiadzie na 90% pytain nie umiem odpowie-
dzie¢, moge jedynie wyrazi¢ moje stanowisko. A moje stanowisko jest takie,
ze matematyka jest czescia materialnego Swiata, jest funkcjg materialnego
$wiata. Samo za$ przechodzenie od jednych struktur do drugich jest mate-
matycznie coraz trudniejsze i w biologii zaczyna sie wlasciwie zatamywac.
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Prawa biomatematyki dotycza pewnych wyizolowanych mechanizméw, np.
potrafimy zapisa¢ rownania zwiazane z praca ukladu krwiotworczego albo
z praca narzadu wzroku. To wszytko potrafimy matematycznie opisaé¢, dla-
tego ze sa to pewne procesy wyodrebnione z catosci, i to procesy szczeg6l-
nie podatne na opis matematyczny. Nie mozna natomiast napisa¢ r6wnania
matematycznego opisujacego zycie uczuciowe. Pewne procesy fizjologiczne,
np. zmiany pracy serca, sg do$¢ dobrze opisane matematycznie, dysponu-
jemy juz niezlymi monografiami dotyczacymi arytmii serca i, co wazniejsze,
wspomniane modele matematyczne znajduja uznanie wérod specjalistow —
niektoérych specjalistow, mozna bowiem zaobserowaé wsrod lekarzy duza
nieche¢ do uczenia sie matematyki. Z tego, co powyzej powiedziatem, wy-
nika, ze sa pewne dzialy biologii czy medycyny znakomicie poddajace sie
modelowaniu matematycznemu, ale ma to wlasciwie miejsce wtedy, kiedy
odchodzimy od tego, czym w istocie jest zywa materia. Modelujemy mate-
matycznie te czes¢ rzeczywistosei, ktora jest niejako mechaniczna. Jak wiec
widzimy, zastosowania matematyki do biologii i medycyny sa uzyteczne, ale
dotycza, jesli tak mozna powiedzieé, najbardziej materialnej czesci zywego
organizmu, nic nie méwigc nam o istocie zycia, ani tym bardziej o istocie
$wiadomosci.

— A relacje matematyki z naukami spotecznymi, socjologiq, ekonomiq?

— Jezeli zalozymy, ze w jaki§ sposéb rozumiemy zachowanie pojedyn-
czego czlowieka, to z tego wcale tatwo nie wynika, jak bedzie wygladato
zachowanie ttumu albo spoteczenstwa. Mnie sie bowiem wydaje, ze skok
jakosciowy pojawia sie miedzy pojedynczymi komoérkami a $wiadomym or-
ganizmem wielokomoérkowym, jakim jest czlowiek, nie zas miedzy czlowie-
kiem a spoteczenstwem. Czlowiek nie jest molekula, w kazdym z nas tkwi
nieprawdopodobna liczba mozliwosci reagowania. Ludzie bowiem dziataja
i pracuja nie tylko w zaleznosci od swojej sytuacji ekonomicznej, jak chciat
Marks, ale zaleznie od swoich pogladéw, przekonan, a nawet przynaleznosci
narodowej i religijnej. Lat temu kilkadziesiat kazdy ekonomista, ktéremu
moéwilo sie takie rzeczy, $miat sie do rozpuku, twierdzac, iz jest to podej-
$cie nienaukowe. Obecnie pojawiaja sie prady w ekonomii, ktére zaczynaja
uwzgledniaé¢ uczucia ludzi w stosunku do obiektéw ekonomicznych. Jestem
absolutnym zwolennikiem tego pogladu. Tak jak czescia marksizmu jest
materializm historyczny, tak czescia moich pogladéw na te zagadnienia jest
idealizm historyczny. Uwazam bowiem, ze ekonomiczny rozwdéj spoteczen-
stwa w duzej mierze jest zalezny od ideologiczno-emocjonalnego nastawienia
ludzi. Nie byt ksztaltuje swiadomosé, ale swiadomosé ksztaltuje byt.

— Wiek XX przyniost gltebokq rewolucje w podstawach matematyki. Mam
na mysli grupe twierdzen potocznie zwanych twierdzeniami limitacyjnymi,
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a dowiedzionych przez Goedla, Skolema-Loewenheima, Churcha. Czy mate-
matyk w swej pracy jest swiadomy ograniczen, jokie naktadajg te twierdze-
nia?

— Najpierw wyjasnijmy krétko, o co tutaj chodzi. Dowodzac jakiego$
twierdzenia, matematyk musi przestrzega¢ pewnych regul postepowania,
podobnie jak szachista poruszajacy sie gonicem moze chodzié¢ tylko po prze-
katnej. Wypowiedzi prawdziwych twierdzen jest wiele — poréwnajmy je do
calosci szachownicy; otéz poruszajac sie czarnym goiicem nigdy do pewnych
pol (biatych) nie dojdziemy, poniewaz nie pozwalaja na to reguty gry. Kwe-
stie te sa pasjonujace dla specjalistow z podstaw matematyki i wlasciwie
kazdego matematyka, kiedy o nich mysli. Na ogol jednak, gdy zajmujemy
sie swoimi problemami, ograniczenia te umykaja. To jest cos takiego jak to,
iz kazdy z nas wie, ze bedzie musial umrzeé, ale pracuje, jakby mial zy¢
wiecznie. Matematycy zapominaja o tym, ze tak niewiele mozna dowie$é
w stosunku do tego, co w matematyce wazne, a co poza mozliwosciami do-
wodowymi. Mimo to staramy sie walczyé o te niewielka czastke znajdujaca
sie w zasiegu naszych mozliwosci.

— Panie Profesorze, matematyka podlega ewolucji. Bez wqtpienia inny
byt poziom Scistosci dowodow w Euklidesowych ,Elementach”, inny jest
we wspotczesnej matematyce. Mysle, zZe takq linie demarkacyjng wyznacza
osoba Weierstrassa...

— Tak, Weierstrass rzeczywiscie dokonat przetomu w naszym rozumieniu:
co to jest $cistos¢ dowodu, zwlaszcza w analizie matematyczne;j.

— Moje pytanie brzmi nastepujgco: w jakim kierunku bedzie ewoluowaé
matematyka? Bo co do tego, zZe bedzie sie zmieniacé, nie mamy watpliwosci.
Czy bedzie bardziej Scista i sformalizowana, czy raczej nacisk bedzie w niej
potozony na intuicje?

— Bardzo ciekawe i wazne pytanie. My nie zajmujemy sie matematyka,
my tylko prébujemy powiedzie¢ co$ o niej i w zwiazku z tym nie mozna
by¢ tego zupelnie pewnym. Mozemy sie mylié. Wydaje mi sie jednak, ze
obecne trendy sa niedobre. Powstaja duze grupy matematykow uprawiaja-
cych dobra matematyke, niestety w coraz mniej precyzyjny sposéb. Paru
moich matematycznych przyjaciét z Warszawy i Torunia odsadzi mnie od
czci i wiary, ale ja wlasnie o polskiej matematyce nie bede moéwil zle. Bo
w Polsce mamy jeszcze do czynienia ze stara, dobrg tradycja precyzyjnej
matematyki. Ale wtasnie w dziedzinie, ktora sie tez w Toruniu i Warszawie
rozwija, w teorii gltadkich uktadéw dynamicznych, spotykamy duza liczbe
twierdzen sformutowanych i dowiedzionych w sposob, ktory budzi u innych
matematykow powazne zastrzezenia. Na przyklad dowod twierdzenia o er-
godycznosci modelu gazu doskonalego zaproponowany przez Sinaia zawierat
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tyle luk, iz jak glosi plotka, napisano wiele rozpraw doktorskich, by je uzu-
pelnié. Zreszta nie wiem doktadnie, jak sie ta historia skonczyta. Widziatem
kiedy$ prace pisane przez specjalistéw w dziedzinie gtadkich uktadéw dyna-
micznych, a dotyczace ukladu Lorenza — znanego przyktadu nasladujacego
zjawisko turbulencji — w ktoérych podano i udowodniono wiele wlasnosci
chaotycznych i... te dowody nikogo nie przekonaly. Trzeba sie pochwali¢, ze
pierwszy precyzyjny dowod istnienia chaotycznych rozwiazan réwnania Lo-
renza podali matematycy polscy: M. Mrozek i jego wspotpracownicy z Kra-
kowa. Co ciekawsze, dowod ten byl jednym z pierwszych precyzyjnych, ale
wspomaganych komputerowo. Obawiam sie, iz bedzie sie pojawiaé¢ coraz
wiecej niedobrej, nieprecyzyjnej matematyki. Wynika to z dwoch rzeczy:
pierwsza sprawa — matematyka jest trudna i robi sie tym trudniejsza, im
bardziej chcemy ja uprawiaé¢ szczegotowo i dokladnie. Sprawdzenie wszyst-
kiego niestychanie op6znia nasze postepy. Jesli pozwolimy sobie na pewna,
dowolnosé, to idzie nam to znacznie szybciej. To, o czym moéwimy, jest najle-
piej widoczne w pracy fizykéow. Prace fizykéw sa prawdopodobnie najmniej
precyzyjne ze wszystkich zastosowan matematyki (znowu obawiam sie, ze
niektorzy fizycy $miertelnie sie na mnie obraza), ale w ten sposob zawieraja
wyniki, ktére mi imponuja. Mamy ogromny szacunek dla fizykéw. Abstra-
hujac od tego, ze zta matematyke moga robi¢ ludzie gtupi, zyjacy iluzja, ze
matematyke znaja i rozumieja, trzeba stwierdzi¢, iz znakomici naukowcy,
jesli chea szybko osiagnaé daleko idgce wyniki, nie moga zwracaé¢ uwagi na
precyzje. Z punktu widzenia czystego matematyka prace Einsteina nie sg
rozprawami bez zarzutu. Swoboda stylu miesza sie w nich z gtebia obserwa-
cji. Oczywiscie, okazalo sie, ze mozna wiele rzeczy sformalizowaé; dla szcze-
goblnej teorii wzglednosci mozna podaé aksjomatyke i w rzeczywistosci wiele
takich aksjomatyk podano. Nawiasem moéwiac, nie pchneto to w ogoéle teorii
wzglednosci do przodu i raczej postep jest czysto estetyczny. Otoz, cheac
stosowaé matematyke, naukowcy niematematycy sa zmuszeni robié¢ to — na-
zwijmy to umownie — byle jak. Inny klasyczny przyklad to R. Feynman. Li-
czyl on catki w przestrzeniach funkcyjnych (zwane dzi§ catkami Feynmana)
w sposob, ktory kazdego matematyka musi doprowadzi¢ do rozpaczy. Ale on
je liczyt i nawet dostal Nagrode Nobla, wyjasniajac pewne fakty z zakresu
mechaniki kwantowej. Matematycy, siedzac dziesiatki lat, préobuja policzy¢
to poprawnie; powstaja z tego grube, wielotomowe dzieta, ktérych przestu-
diowanie w ciggu jednego zycia jest niemozliwoscig. Gdyby Feynman w ten
sposob chcial budowaé teorie catki, brakloby mu czasu na rozwazanie za-
gadnienn mechaniki kwantowej. Wiec to jest jeden powdd. Drugi jest taki,
ze uklady dynamiczne, o ktérych tu méwimy, sa tak skomplikowane, ze
w gruncie rzeczy sa bardziej fizykalne niz matematyczne. W zwigzku z tym
ludzie pracujacy w teorii gtadkich uktadéw dynamicznych czesto pozwalaja



26 [MACIERZATOR34]

sobie na pewien spos6b rozumowania zblizony raczej do rozumowania fi-
zykow. Wlasciwie gdy sie czyta ksiazki Sinaia i Arnolda, to czesto ma sie
wrazenie, ze sie stucha bardzo dobrego fizyka, bardzo zmatematyzowanego
fizyka. Probowalem dawaé¢ do czytania studentom nizszych lat matema-
tyki ksigzki Arnolda z réwnan rozniczkowych i musze przyznaé, ze bylo to
bardzo demoralizujace. Arnold pisze w sposob tak luzny, ze trzeba by¢ na-
prawde dobrym matematykiem, zeby zbudowaé¢ pomiedzy dwoma zdaniami
poprawne przejécie logiczne. Czasami moze sie to nawet nie udaé. Z dru-
giej strony niejeden specjalista z réwnan rézniczkowych dopiero z ksiazki
Arnolda moze zrozumieé, czym sie naprawde zajmuje.

— FEinstein powiedzial kiedys, ze matematycy wiedzq duzo, ale nigdy to,
o co ich pytajg fizycy. Tak wiec ze strony fizykow rowniez pojawiajq Ssie
zarzuty, ze matematyka nie spelnia ich oczekiwann.

— Oczywiscie. Nie chce uzy¢ trywialnego poréwnania, ale niektore ko-
biety prowadza mieszkanie w taki sposob, ze jest ono bardzo uporzadko-
wane, tylko zy¢ sie w nim nie da. Ot6z matematycy robig, cos takiego ze
swoja nauka — ona jest bardzo porzadna, tylko niestety czasami juz sie do
niczego nie nadaje.

— Panie Profesorze...

— Jedli mozna, chcialbym powrécié do poprzedniego zagadnienia. Mo-
wiliSmy o dobrej stronie odejécia od Scistosci. Dopoki §wiat bedzie tak po-
stepowal, ze w czoléowce beda szli ludzie, ktorzy postepuja nieprecyzyjnie,
a za nimi podazac¢ beda ci, ktorzy dokonaja formalizacji, to wszystko w po-
rzadku. Mowi sie, ze XX w. jest wiekiem biologii, broni atomowej i czego$
tam jeszcze, kazdy moze co$ tutaj dodaé. Wedlug mnie jest to rowniez
wiek hochsztaplerstwa w nauce, a w szczegdlnosci w matematyce; powstaje
takie mnostwo glupich, nieciekawych i niewaznych twierdzen i cate tomy
niepotrzebnych rozwazan, napisanych w dodatku w sposéb nieprecyzyjny,
ze cztowieka ogarnia przerazenie. Wiasciwie nie wymyslono idealnego sys-
temu kontroli i przerazajaca jest my$l, ze np. na jezyk polski przektadane sg
za drogie pieniadze ksiazki, ktére sa stekiem nonsenséw, natomiast wspa-
niale pozycje nie sa ttumaczone. To jest tragedia, tragedia hochsztaplerstwa
w nauce. Jest ono tak duze, ze tracimy nad nim kontrole. I, o zgrozo, to
sie dzieje takze w matematyce. Podkreslam, nie chodzi tu tylko o brak
$cistosci. To wspaniate, ze Einstein i Feynman nie byli niewolnikami rygo-
rystycznej precyzji i mogli dzieki temu dokonaé rzeczy wielkich. Nie jest
tez tragedia, ze Arnold i Sinai w teorii gladkich uktadéw dynamicznych
nie zatrzymali sie nad jakimi§ szczegotami. Oni poodkrywali tak piekne
twierdzenia, stworzyli od podstaw cale galezie nauki i otworzyli nam oczy
na nowe interesujace wtasnosci. Gdyby robili to z Weierstrassowska skru-
pulatnoscia, to prawdopodobnie do niczego nowego by nie doszli. Wydaje
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mi sie, ze takim typowym przyktadem hochsztaplerstwa jest tzw. synerge-
tyka. Cale opaste tomy poswiecone synergetyce zostaly wydane przez jedno
z najbardziej prestizowych wydawnictw naukowych, Springer Verlag. Nie
ma tam nic nowego matematycznie, tylko stwierdzenia dobrze juz znane
i niedbale przedstawione. Smutne to jest, ze najbardziej prestizowe wydaw-
nictwo $wiata wydaje za ciezkie pieniadze ksigzki bez zadnej wartosci.

— Czy w matematyce nastgpi unifikacja pozornie odlegltych dziedzin, tak
jak sie to dokonato z algebrq i topologiq w topologii algebraicznej?

— Tak, stale bedzie sie dokonywal postep w unifikacji, ale bedzie on
znacznie wolniejszy niz postep w dyferencjacji. Niestety, w matematyce,
jak 1 w medycynie, jesteSmy coraz bardziej na to skazani.

— G. H. Hardy w swoich badaniach naukowych programowo wybieral kwe-
stie pozbawione mozliwosci jakiegokolwiek zastosowania praktycznego. Pan
Profesor postepuje odwrotnie, tzn. zastosowania wyznaczajg obszar Pari-
skich zainteresowari: biologia, medycyna. Dlaczego? Czy wigze sie to z Pari-
skim poglgdem na matematyke i jej zwigzek z rzeczywistym Swiatem?

— Tutaj wiaza sie dwie rzeczy. Po pierwsze Hardy byt cztowiekiem bar-
dzo kontrowersyjnym. Takze ten jego poglad — cytujac bpa Pieronka wy-
powiadajacego si¢ w sprawie pewnego ksiedza — to problem psychiatry, nie
matematyka. Ale jest jeszcze druga kwestia. Naprawde wielkie zastosowania
matematyki, takie jakie robili Einstein, Smoluchowski, specjalisci od me-
chaniki kwantowej czy fizyki atomowej, sa niestychanie rzadkie. To samo
dotyczy zastosowan w biologii czy medycynie — mozna znalez¢é w neurologii
kilka prac matematycznych, ktére zapisaly sie na trwate w historii zasto-
sowari matematyki. Natomiast zte zastosowania jest bardzo latwo tworzyé.
Sa uniwersytety w Stanach Zjednoczonych, na ktorych w ogdle zlikwido-
wano matematyke. Rozmawiatem z przyjaciélmi matematykami we Wto-
szech i okazuje sie, ze tam panuje podobny poglad. Moim zdaniem wy-
nika to z tego, ze wielu ludzi produkuje $mieci, posrod ktorych ging rzeczy
naprawde wartosciowe. Ale niestety nie sposob a priori okresli¢, co jest
$mieciem, a co nim nie jest. Dopiero przysztosé bezblednie pokazuje, ktore
rezultaty sa wartosciowe. Méwiagc krocej, najwiekszym zrodtem naszych nie-
szczesé jest pospiech. Nauka w tym wzgledzie nie jest wyjatkiem. Podobnie
jest w literaturze i filmie.

— Powiedzmy teraz o Paniskiej wspotpracy z panig doc. Marig Wazewskq-
Czyzewskq. Czego ta wspdtpraca dotyczyta, jokie wynikly z niej praktyczne
zastosowania matematyki w medycynie?
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— Wazewska byla niezwykle uczciwym naukowcem. Miala ogromna wie-
dze hematologiczna i zdawala sobie przy tym sprawe, ze niektére mechani-
zmy w hematologii mozna bedzie opisa¢ matematycznie. W pewnym mo-
mencie braklo jej narzedzi matematycznych i ona mi o tym sprawach opo-
wiedziala. A mnie sie to po nocach $énito. Po jakim$ czasie zaproponowatem
jej kilka modeli i ona wybrata z tych moich pomystéw to, co uwazala za
biologicznie najciekawsze, doprowadzajac mnie zresztg niejednokrotnie do
rozpaczy, bo przez te jej uczciwosé modele bardzo piekne, a tylko troche
zalgane, musielisSmy odrzuci¢. Otoz, cosmy w rezultacie zbudowali? Zbudo-
waliSmy model, ktory w jezyku matematyki nazywa sie nieliniowym réow-
naniem rézniczkowym z opdéznionym argumentem. Ma on pewne wlasnosci
wymykajace si¢, a nawet, zdawaloby sie, uragajace zdrowemu rozsadkowi.
W tym przypadku, jak mawial Opial, matematyka jest madrzejsza od ma-
tematyka.

W poréwnaniu z innymi systemami uktad krwiotworczy dziata bowiem
stosunkowo prosto i pierwszy doczekal sie matematycznych préb opisu.
Krwinki sa produkowane w szpiku kostnym i po przekroczeniu bariery
szpikowej dostaja sie do krwioobiegu. Tam wypelniaja swoje funkcje (np.
czerwone transportuja tlen), nie rozmnazaja sie i po wyczerpaniu rezerw
enzymatycznych sa wchlaniane przez ustr6éj. Mamy tu wiec wyraznie wy-
roznione dwie fazy: okres produkcji (rozmnazania sie) w szpiku kostnym
i okres funkcjonowania w krwioobiegu. Miedzy tymi fazami istnieje Sciste
sprzezenie. Jesli w krwioobiegu krwinek jest zbyt malo, produkcja uktadu
krwiotwoérczego wzrasta; jesli jest ich zbyt duzo — maleje. Uktad krwiotwor-
czy reaguje jednak z niewielkim opéznieniem, jednego do trzech dni. W su-
mie mamy wiec sytuacje, ktéra moze byé¢ dobrze opisana przez réwnanie
rézniczkowe z opdznionym argumentem. Mozemy wiec do ukltadu krwio-
twoczego zastosowaé nasza teorie i zaobserwowaé, co sie dzieje przy scho-
rzeniach wydtuzajacych czas reprodukeji krwinek. Zgodnie z nasza teoria
powinny sie pojawia¢ oscylacje poziomu krwinek, poczatkowo regularne,
potem chaotyczne. Wreszcie moze nastapié przekroczenie granicy toleran-
cji ustroju. Krzywe $miertelnosci powinny byé¢ wyktadnicze. Zgadza sie to
do$¢ dokladnie z rzeczywistym przebiegiem niektorych biataczek.

Majac model procesu, mozna nim sterowaé¢. Proby takie udalty sie Wa-
zewskiej. Docent Wazewska, wykorzystujac do planowanej terapii rozwiaza-
nia badanego przez nas réwnania rézniczkowego, pomogta w istotny sposob
kilku pacjentom z anemia polekows.

Jezeli nawet w minimalnym stopniu moja praca sie do tego przyczynila,
to moze jest to najwarto$ciowsza rzecz, jaka w zyciu zrobilem.
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